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Re´sume´
Les succe`s remporte´s par le mode`le cosmologique de concordance peinent a` eˆtre
transpose´s aux e´chelles galactiques (profils de matie`re noire pique´s ou surproduction de
petites structures par exemple). Par conse´quent, la dynamique des objets forme´s au sein
de ce mode`le se doit d’eˆtre e´tudie´e en de´tail. Toutefois, une e´tude fine et quantitative de
la dynamique interne des galaxies (via des simulations a` haute re´solution par exemple)
reste difficile a` concilier avec une description repre´sentative des environnements.
Pour re´soudre cette apparente contradiction, cette the`se propose d’aborder de fac¸on
statistique la dynamique des syste`mes galactiques. Cette de´marche vise a` relier les dis-
tributions des proprie´te´s de ces objets aux caracte´ristiques statistiques des interactions
qu’elles subissent. Elle doit e´galement permettre d’explorer la question de l’inne´ ou de
l’acquis des spe´cificite´s de ces objets. Ces objectifs ne´cessitent a` la fois une description
correcte des processus dynamiques internes et une bonne connaissance des proprie´te´s
des environnements dans lesquels baignent les galaxies. Afin de re´pondre a` cette double
exigence, le cadre propose´ ici repose sur une approche hybride ou` les processus internes
sont aborde´s via les outils analytiques de la dynamique galactique, tandis que les car-
acte´ristiques des interactions sont extraites de simulations a` grande e´chelle.
Les travaux pre´sente´s se limitent a` l’e´tude des interactions des halos de matie`re
noire avec leur environnement. Les e´changes (accre´tion et champ de mare´e) entre ces
objets et le milieu exte´rieur sont de´crits en termes de flux de matie`re au travers de
la sphe`re de viriel et de potentiel projete´s. Par cette description, la connaissance des
interactions se rame`ne a` la caracte´risation statistique d’une condition limite. Cette vision
“halocentrique” permet en outre de conserver l’information angulaire et cine´matique
ne´cessaire au calcul de la re´ponse dynamique des halos.
La dynamique est aborde´e dans le re´gime des faibles interactions via une descrip-
tion perturbative non line´aire de la re´ponse d’un syste`me non collisionnel ouvert. Cette
the´orie doit permettre de de´crire des phe´nome`nes tels que la friction dynamique ou
l’effeuillage par effet de mare´e. A partir d’une extension de la “me´thode matricielle”
de´crivant la dynamique dans l’espace des angles-actions, il est de´montre´ comment cette
technique analytique exprime directement les caracte´ristiques statistiques de la re´ponse
des halos en fonction des proprie´te´s de leur environnement. Cette “propagation statis-
tique” ne fait pas appel aux re´alisations individuelles de syste`mes en interaction, mais
ne´cessite une connaissance comple`te des proprie´te´s de l’accre´tion et du champ de mare´e,
ainsi que leurs interde´pendances statistiques (par la connaissance de corre´lations croise´es).
L’e´volution se´culaire du halo dans le re´gime des interactions re´currentes est e´galement
de´crite dans un formalisme quasi-line´aire. L’e´volution de la fonction de distribution du
halo y est de´crite comme une diffusion au long cours des orbites du syste`me, induite par
la pre´sence de perturbations externes. Les proprie´te´s de l’accre´tion et du champ de
mare´e sont extraites d’un ensemble de simulations cosmologiques permettant de re´duire
les effets de variance cosmique. Cette mesure permet une description quantitative des
interactions et repre´sentative de la diversite´ des cas de figure. Ces e´tudes sur simulations
sont limite´es au re´gime de faibles interactions pour des redshifts infe´rieurs a` 1. La dis-
tribution du flux de masse au rayon de viriel a permis de contraindre quantitativement
le degre´ d’anisotropie de l’accre´tion de matie`re par les halos. Cette mesure en terme de
flux est comple´te´e par une e´tude de´taille´e de la distribution des satellites qui confirme
un exce`s d’accre´tion e´quatoriale de l’ordre de ∼ 15% et qui est interpre´te´e en termes de
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flux filamentaire. Les proprie´te´s de l’accre´tion et du potentiel sont aborde´es de fac¸on
plus exhaustive via une description adapte´e a` la propagation statistique. Les proprie´te´s
cine´matiques de la matie`re passant au travers du rayon viriel mettent en e´vidence le
caracte`re distinct de la matie`re nouvellement accre´te´e de celle ayant de´ja` inte´ragit avec
le halos. Cette diffe´rence se manifeste dans la trajectoire des flux de masse implique´s
ou dans leurs vitesse caracte´ristiques. Les mesures de corre´lations angulo-temporelles
du potentiel au rayon de viriel indiquent un champ de mare´e stationnaire et hautement
quadrupolaire, trac¸ant la distribution de matie`re dans les re´gions pe´riphe´riques du halo.
Les meˆmes corre´lations sont mesure´es pour le flux de masse, montrant en particulier
l’invariance au cours du temps du spectre de puissance de la matie`re noire au rayon de
viriel. De premiers effets de re´solution sont de´tecte´s lors de cette mesure et sont discute´s.
Une courte e´tude sur la distribution des me´taux lie´s aux sous-structures illustre
comment les e´tudes observationnelles peuvent fournir des contraintes statistiques sur la
distribution de matie`re au sein des halos.
De fac¸on ge´ne´rale, l’e´tablissement d’un lien entre proprie´te´s statistiques de l’envi-
ronnement et distribution des re´ponses dynamiques des halos permettent d’envisager un
large champ d’applications. D’une part la connaissance des flux doivent permettre de
pre´dire les proprie´te´s statistiques de la re´partition de la matie`re noire au sein des halos.
A l’inverse, les traceurs observationnels de la distribution de matie`re (e´mission X, effet
SZ, lentilles gravitationnelles, syste`mes absorbants) fournissent des contraintes sur les
proprie´te´s re´elles des flux, ainsi que sur les mode`les sous-jacents de halos (profil de masse
par exemple) et sur les biais associe´s aux traceurs utilise´s (rapports M/L par exemple).
Enfin, une validation a` terme de la propagation statistique permet d’entrevoir la mise
en place de l’inversion dynamique qui permet de remonter l’histoire d’interaction d’un
halo a` partir de son e´tat actuel.
Summary
The success of the concordant cosmological model seem to be difficult to extend
to galactic scales (e.g. the cusp of dark matter profile, or the overproduction of small
structures). It is therefore of prime importance to focus on the dynamics of objects
formed within this paradigm and study them accurately. Yet a quantitative and detailed
accounting of the inner dynamics of galaxies (through high resolution simulation for
instance) seems to be difficult to carry while remaining representative of their cosmic
environment.
In order to address this apparent difficulty, the goal of this PhD is to study statis-
tically the dynamics of galactic systems. This approach aims at relating the observed
distribution of the dynamical properties of galaxies to the caracteristics of environments.
This task requires both an accurate description of the inner dynamical processes, and
a good knowledge of the properties of the environment in which these galaxies are em-
bedded. In order to fulfill these two constrains, this work relies on an hybrid approach
in which the inner processes are described via the classical analytical tools of galac-
tic dynamics, while the characteristics of the interaction are extracted from large scale
simulations.
This PhD restricts itself to the interaction of dark matter halos with their envi-
ronment. The exchanges (both accretion and tidal fields) between these objets with
the outer medium are described via the flux of matter through the virial sphere and
Table des Matie`res 9
the projected tidal field. Through this description, the statistical characterization of a
boundary condition is sufficient to characterize the interaction. This halocentric view
allows in particular a retain the angular and kinetic information required to compute
the inner dynamical response of halos.
The inner dynamics is described in the regime of weak interaction through a non
linear perturbative description of the response of an open non collisional system. This
theory should account for a proper description of phenomena such as dynamical fric-
tion of tidal stripping. Through an extension of the standard “matrix method” which
describes the dynamics in angle-action space, this technique translates directly the sta-
tistical features of the boundary into the core of the halo. This “statistical propagation”
does not rely on the knowledge of the individual realizations of interacting systems, but
dynamical consistency require a full knowledge of the statistical properties of accretion,
and its tidal field, together with their cross dependence (through the knowledge of tem-
poral cross correlations). The secular evolution of the halo in the regime of recurrent
interactions is also described via a quasilinear formalism. The secular evolution of the
distribution function of the halo is investigated as a slow diffusion of the underlying
orbits induced by the presence of the accreted material.
The properties of accretion and the tidal field are derived from a large set of cosmo-
logical simulations in order to reduce the effect of cosmic variance. These measurements
yield a quantitative description of the the interactions which is consistent with the diver-
sity of configuration space. These simulations only explore the regime of weak interaction
at redshifts below one. A detailed measurement of the mass flux density at the virial
radius has led to a quantitative description of the level of anisotropy of accretion towards
dark halos. This flux measurement was also completed by a thorough description of the
satellite distribution around halos, which confirmed the excess of equatorial accretion at
a level of ∼ 15%. It was interpreted as filamentary flows on the scales of halos. The
properties of the flux densities of accreted dark matter were then investigated in more
detail through a description customized to statistical propagation. The kinematic prop-
erties of particles crossing the virial radius show a clear cut between the newly accreted
material and that which had already crossed the sphere at earlier time and had already
interacted with the halo. This difference can be traced through their trajectories or their
characteristic velocities. The angular temporal correlation of the tidal potential at the
virial radius suggest that the tidal field is stationary and strongly quadrupolar, tracing
the dark matter distribution in the peripheral regions of the halo. The corresponding
correlations for the mass flux density show in particular time invariance of the dark
matter power spectrum at the virial radius.
A short study of the distribution of metals within substructures shows how observa-
tional measurements constrain the statistical distribution of matter within the halo.
Generally, linking the statistical properties of the environment and the variety of
dynamical responses should open a large field of possible applications. First the statis-
tical distribution of dark matter within halos can be predicted through the knowledge
of these fluxes. Conversely, the observational tracers of matter (X ray emission, SZ,
gravitational lensing, absorptions lines in QSO) provide constraints on the properties of
these fluxes, but also on the underlying dark matter halo model (e.g. mass profile) and
on the biases corresponding to each tracer (M/L ratios for instance). Finally, once the
statistical propagation has been validated, it should be possible to dynamically invert
for the past accretion history of a given halo from its current state.
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Figure 1: Halos de matie`re noire baignant dans des flots de sous-structures. Extrait
d’une simulation 5123 de 50 Mpc3 produite au CINES.
1
Introduction
Le monde est plein d’engrenages qui manquent. [...] mais il me semble a`
moi, au moins pour ce qui en est de notre globe, que la seule chose qui le
fasse tourner sans accroc, c’est le fait qu’ici et la` manquent des engrenages.
Yukio Mishima.
L’astronomie a pour vertu de rester une science porteuse de sens pour chacun d’entre
nous car elle reste accessible par un simple regard vers la vouˆte ce´leste. On y verra des
Dragons et des Lions, Perse´e libe´rant Androme`de, et l’on y rencontrera des noms aux
consonances lointaines et anciennes tels des Betelgeuse, Aldebarran ou autre Alta¨ır.
Les galaxies ne font pas exception avec des objets tels que les Antennes, les Chiens
de Chasse, la Roue de Chariot, ou plus proches de nous les galaxies du Sagittaire ou
du Grand Chien. Si ces noms pourront nourrir l’imagination des artistes, ils auront a`
l’oreille de l’astronome une signification particulie`re puisqu’ils de´signent des galaxies en
interaction.
Il existe de nombreux exemples de tels objets (pour une revue se reporter a` Barnes
& Hernquist (1992) et Irwin (1995)). Les Antennes et la Roue de Chariot apparaissent
clairement comme les restes de collisions passe´es entre objets. Les galaxies naines du
Sagittaire (Ibata et al. (1994)) et du Grand chien (Martin et al. (2004)) constituent les
reliques du cannibalisme de notre Galaxie. La galaxie principale des Chiens de Chas-
ses pre´sente une spectaculaire re´ponse spirale dont l’origine peut eˆtre explique´e par la
pre´sence de son compagnon (voir par exemple Toomre & Toomre (1972) ou Howard
& Byrd (1990)). Hormis ces exemples les plus marquants, il existe e´galement toute
une cate´gorie de traceurs plus fins d’interactions entre galaxies et environnements. La
galaxie d’Androme`de pre´sente un courant d’e´toile ge´ant imputable a` un de ses com-
pagnons (Ibata et al. (2001)). Le probabilite´ d’un gauchissement (warp en anglais) du
disque est e´galement corre´le´e avec la pre´sence de satellites ou d’autres galaxies dans son
proche environnement (Reshetnikov & Combes (1998)). A l’inverse, l’absence de car-
acte`res exceptionnels de certaines galaxies est une source d’informations sur la nature
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des interactions qu’elles ont pu subir par le passe´ (voir notamment la mise de contrainte
sur l’accre´tion des disques pose´e par l’e´tude de Toth & Ostriker (1992)).
Cette richesse des situations sied a` la nature complexe des galaxies. Ces dernie`res
sont mentionne´es par Binney & Tremaine (1987) comme les briques fondamentales
de l’Univers et tirent leur complexite´ de leur situation particulie`re dans la hie´rarchie
d’e´chelles qui interviennent en astronomie. Les proprie´te´s des galaxies sont modele´es
dans le de´tail par la pre´sence de noyaux actifs, les proprie´te´s du gaz qu’elles contien-
nent, l’e´volution de leurs populations stellaires, l’apparition de supernovae, l’existence
d’un champ magne´tique, etc... Ces phe´nome`nes sont pour une large part intrinse`ques
aux galaxies et font appel a` une physique complexe des “petites” e´chelles. D’autre part,
les galaxies ne sont pas isole´es dans leur environnement, tel qu’il a de´ja` e´te´ expose´.
Celles-ci sont soumises a` des processus extrinse`ques, tels l’accre´tion et les fusions entre
objets, dont la fre´quence est gouverne´e par la distribution a` grande e´chelle de la matie`re
dans l’Univers. Etant a` la fois les briques e´le´mentaires de la physique des grandes struc-
tures, mais suffisamment complexes pour e´voluer intrinse`quement, les galaxies tiennent
lieu d’e´chelle de transition entre la physique domine´e par la dynamique non-collisionnelle
et la physique domine´e par les baryons . Ce caracte`re “me´soscopique” de la physique
des galaxies ame`ne naturellement a` s’interroger sur la nature “inne´e” ou “acquise” de
leurs proprie´te´s.
Du caracte`re capricieux des disques
La question de la contribution extrinse`que des galaxies se pose particulie`rement dans
le cas de leurs comportements dynamiques. Ainsi, bien que les halos de matie`re noire
et la composante stellaire des galaxies peuvent eˆtre conside´re´s comme des syste`mes non
collisionnels, l’absence d’interactions avec l’environnement ne constitue en aucun cas la
garantie d’un comportement stationnaire. Par exemple, le syste`me stellaire le plus simple
que l’on puisse imaginer, le milieu homoge`ne infini, s’ave`re eˆtre instable a` certains types
de fluctuations. Pour de tels syste`mes ide´alise´s, toute fluctuation de taille supe´rieure a`
la longueur de Jeans λJ croˆıt de fac¸on exponentielle, λj e´tant de´finie par
λJ =
√
piσ2
Gρ0
, (1.1)
ou` ρ0 et σ de´signent la densite´ moyenne et la dispersion de vitesse du milieu. A ce titre,
un syste`me gravitationnel “paye” la nature purement attractive de l’interaction gravita-
tionnelle, qui empeˆche la de´finition d’un e´quivalent a` la longueur de Debye intervenant
en physique des plasma. Bien qu’un tel syste`me soit e´videmment une vue de l’esprit, il
illustre le fait que l’existence d’un e´tat d’e´quilibre stable n’est en rien une e´vidence pour
tout syste`me gravitationnel.
L’un des exemples les plus fameux de syste`mes instables est celui des disques de
galaxies. De`s Hohl (1971), le caracte`re hautement instable fut mis en e´vidence pour les
disques froids qui tendent a` de´velopper de fortes barres (voir aussi la figure 1.2). De
meˆme, les motifs spiraux peuvent eˆtre de´crits comme des instabilite´s intrinse`ques du
disque stellaire (Kalnajs (1971)). La raison d’eˆtre d’une telle instabilite´ est de permettre
au disque d’e´vacuer son moment cine´tique vers les re´gions externes : ce flux “sortant”
de moment angulaire permet au syste`me d’atteindre des e´tats d’entropie maximale et
d’e´nergie minimale (Lynden-Bell & Kalnajs (1972)). Une spirale apparaˆıt comme une
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Figure 1.1: Illustration de l’importance des interactions pour les galaxies et leur halos.
En haut, a` gauche : les chiens de chasses, dont le motif spiral pourrait eˆtre
induit par le compagnon. En haut, a` droite : exemple de warp (observe´
en HI). Les warps seraient des traceurs d’accre´tion ante´rieures. En bas a`
gauche : a` l’inverse la pre´sence un disque mince met de fortes contraintes
sur l’histoire d’accre´tion. En bas, a` droite : carte X de l’amas de Coma. La
pre´sence de sous-structures trace les processus de formation des amas et de
leurs halos.
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e´tape naturelle et ine´vitable du disque des galaxies. Ne´anmoins, certains exemples de
spirales font clairement e´tat d’interactions en cours ou passe´es, sugge´rant une contri-
bution exte´rieure au de´veloppement de cette instabilite´. Il a de´ja` e´te´ fait mention au
“spirales de mare´es” (telle M51) qui apparaˆıtraient sous l’influence d’un compagnon. La
pre´sence de barres peut e´galement conduire a` l’apparition de telles structures dans les
disques gazeux (Huntley et al. (1978)). Cette diversite´ des origines possibles des motifs
spiraux place ces derniers au sein de la question de l’inne´ et de l’acquis des caracte`res
des galaxies.
Quantitativement, les ondes de densite´ dans un disque de gaz uniforme en rotation
diffe´rentielle satisfont la relation de dispersion1 (par ex. Binney & Tremaine (1987)) :
(ω −mΩ)2 = κ2 − 2piΣ|k|+ k2c2 , (1.2)
ou` Ω est la fre´quence angulaire du disque, m le nombre d’onde azimutal conside´re´, k le
nombre d’onde radial, Σ sa densite´ de surface, κ la fre´quence e´picyclique et c la vitesse
du son dans le disque. Un mode instable correspond a` (ω−mΩ)2 < 0, c’est a` dire a` un
re´gime ou` le terme d’autogravite´, 2piΣ|k|, l’emporte sur la pression du fluide k2c2 et sur
la force de Coriolis κ2. Toutefois, ces deux composantes inertielles peuvent s’opposer
au de´veloppement de l’amplification collective de la perturbation sous l’effet de la force
de gravitation. Meˆme si les caracte´ristiques physiques du disque sont telles que celui-ci
est stable, i.e. Q ≡ κc/Σ/pi > 1, il va ne´anmoins re´pondre plus ou moins violemment
a` une perturbation donne´e, suivant ses proprie´te´s intrinse`ques (nombre de Toomre Q,
forme du profil de densite´, conditions aux limites etc ...), a` l’amplitude ou la cadence
des perturbations et la mise en jeu de re´sonances. Cette compe´tition entre diffe´rents
effets implique que l’e´volution des disques est difficile a` pre´voir sans connaˆıtre a` la fois le
de´tail de leurs caracte´ristiques propres mais aussi celles de l’environnement dans lequel
ils sont inte´gre´s.
L’existence d’un disque e´pais forme´ de populations stellaires aˆge´es dans notre Galaxie
soule`ve e´galement de nombreuses questions quant a` sa formation (cf. Gilmore & Wyse
(2001) pour une revue). Burkert et al. (1992) expliquent l’existence de cette com-
posante au travers de l’effondrement du nuage protogalactique, via des mode`les chimico-
dynamiques. Kroupa (2002) invoque comme possibilite´ le processus de formation d’e´toiles
qui induiraient des dispersion de vitesses susceptibles de conduire a` l’apparition de ce
disque e´pais. A ces hypothe`ses de nature intrinse`que s’ajoute la possibilite´ d’un chauffage
du disque (i.e. un apport d’e´nergie) par accre´tion de satellites (par ex. Huang & Carl-
berg (1997), Velazquez & White (1999)). A nouveau, cette foison de mode`les ne permet
pas de trancher sur l’origine de cette caracte´ristique de notre disque.
A l’oppose´, le gauchissement (ou warp en anglais), qui marque le de´part a` la copla-
narite´ des disques, constitue un exemple de re´ponse dynamique dont la nature acquise
est clairement e´tablie. Hunter & Toomre (1969) e´tudie`rent la possibilite´ pour un disque
de de´velopper intrinse`quement des modes de gauchissement. Ils mirent en e´vidence
l’absence de modes discrets et l’existence d’un continuum de modes dispersifs, pour peu
que la densite´ de´croisse suffisamment lentement aux bords du disque. Sparke & Caser-
tano (1988) de´veloppe`rent ce concept de modes intrinse`ques en prenant en compte la
pre´sence d’un halo oblat. Dans cette configuration, le non-alignement entre le plan du
disque et la distribution de matie`re du halo autorise l’apparition de modes de gauchisse-
ment discrets et persistants. Toutefois, Binney et al. (1998) de´montra que le temps
1Une relation similaire existe pour les disques stellaires (Toomre (1964))
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Figure 1.2: Un exemple d’instabilite´ violente apparaissant dans le cas d’un disque froid.
Figure extraite de Hohl (1971).
caracte´ristique de re´alignement des halos est suffisamment court pour permettre un
amortissement rapide du mode induit par le non alignement ante´ce´dent. Reste la pos-
sibilite´ d’un warp induit par l’accre´tion de matie`re dont le moment angulaire n’est pas
aligne´ avec celui du disque. Etudie´e par diffe´rents auteurs (Jiang & Binney (1999), Os-
triker & Binney (1989), Lo´pez-Corredoira et al. (2002)), cette hypothe`se ferait des warps
des traceurs particulie`rement important de l’accre´tion de masse par les galaxies.
Une e´tude classique des relations entre les caracte´ristiques des disques et leurs envi-
ronnements est celle de Toth & Ostriker (1992). Dans ces travaux, les auteurs de´veloppe`-
rent des arguments assez simples sur l’impact e´nerge´tique de l’accre´tion de matie`re par
un disque. En particulier, l’accre´tion de masse injecte de l’e´nergie dans le syste`me et af-
fecte la dispersion de vitesse verticale et coplanaire du disque. Ces deux effets conduisent
respectivement a` un e´paississement du disque et a` une augmentation du parame`tre de
stabilite´ Q. En se basant sur l’observation du disque de notre Galaxie, les auteurs pla-
cent une limite supe´rieure ∆M/M ∼ 4% sur la quantite´ de masse accre´te´e durant les
5 derniers milliard d’anne´es. Il s’ave`re que cette quantite´ de masse est tre`s infe´rieure a`
l’accre´tion typique d’une galaxie de´duite des mode`les cosmologiques dont la densite´ est
e´gale a` la densite´ critique (Ω = 1) et qui e´taient favorise´s a` cette e´poque. Par conse´quent
la fre´quence observe´e de disques spiraux minces ne pouvait eˆtre explique´e. Les auteurs
remarque`rent e´galement qu’un univers moins dense aurait en revanche satisfait les lim-
ites impose´es par l’observation de notre disque. Au vu du mode`le de concordance actuel,
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cette conclusion de Toth & Ostriker (1992) illustre les possibilite´s ouvertes par la con-
frontation de mode`les de dynamiques galactiques et conditions aux bords cosmologiques.
Une description statistique des proprie´te´s dynamiques ?
Dans un esprit similaire a` Toth & Ostriker (1992), cette the`se est de´die´e a` l’exploration
statistique des relations entre la dynamique des syste`mes galactiques et leurs environ-
nements. Sans nier le caracte`re spe´cifique de “l’histoire dynamique” de chaque galaxie,
l’ide´e qui sous-tend les travaux pre´sents est que les interactions entre galaxies et envi-
ronnements sont caracte´risables statistiquement (en termes d’amplitude, de fre´quence,
de configuration spatiale), permettant de pre´dire quelles vont eˆtre les distributions des
marqueurs de ces interactions sur la dynamique des objets.
La de´marche est classique : quel va eˆtre l’e´volution d’un syste`me soumis a` certaines
conditions aux bords ? Un exemple astrophysique de cette de´marche est l’e´volution des
surdensite´s initiales de l’Univers sous l’action de la gravitation. Les conditions limites
sont de´crites par un champ de fluctuation primordial, tandis que les e´quations d’e´volution
d’un tel champ sont connues dans certains re´gimes (cf. par exemple Peebles (1980), Pea-
cock (1999), Bernardeau et al. (2002)). La connaissance de ces deux “concepts” (con-
ditions aux bords et e´quations d’e´volution) permet de de´crire comple`tement l’e´volution
du syste`me de fac¸on de´terministe. Toutefois, cet exemple posse`de une spe´cificite´ lie´e au
fait que c’est l’e´volution d’une proprie´te´ statistique, le spectre de puissance P (k), qui est
ge´ne´ralement e´tudie´e.
Est-il possible de transposer cette me´thode aux proprie´te´s dynamiques des galaxies?
En d’autres termes :
• Quelles sont les conditions aux bords qui fac¸onnent les proprie´te´s dynamiques d’une
galaxie et comment les contraindre statistiquement ?
• Comment les e´quations de la dynamique peuvent-elles eˆtre utilise´es pour pre´dire
les distributions statistiques de certaines proprie´te´s des galaxies ?
Ces deux interrogations ont pour objectif de ve´rifier si notre compre´hension de la dy-
namique et des environnements permet de retrouver les distributions des caracte´ristiques
dynamiques des objets observe´s. A l’inverse elle permettront de voir si cette meˆme
compre´hension permet de mettre des contraintes sur l’environnement a` partir de ces
observations.
L’analogie avec le cas cosmologique reste ne´anmoins une analogie de principe et le
cas “galactique” se situe a` un niveau de complexite´ diffe´rent. Les halos ne peuvent pas
par exemple eˆtre assimile´s a` des milieux uniformes, froids et isotropes. Les conditions
aux bords ne sont pas de type “initiales” mais plutoˆt des conditions aux frontie`res, dont
les proprie´te´s e´voluent au cours du temps. De plus ces conditions aux bords de´pendent
du syste`me qui est e´tudie´ et un amas n’aura pas le meˆme environnement qu’une galaxie
de champ. Enfin la dynamique d’un syste`me galactique est tre`s diffe´rente de celle d’une
boˆıte d’univers puisque les trajectoires ne peuvent jamais y eˆtre conside´re´es comme
balistiques et que les phe´nome`nes re´sonants entre orbites y sont pre´ponde´rants.
Conscient de toutes ces difficulte´s, l’ambition de cette the`se est ne´anmoins d’explorer
les voies qui permettent d’avoir une approche repre´sentative et cohe´rente de la dy-
namique des galaxies, fac¸onne´es par leurs interactions avec leur environnement. La
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Figure 1.3: Illustration de la diversite´ des proprie´te´s des galaxies issues du SDSS. Cha-
cune de ces images ont e´te´ remises a` l’e´chelle avec une meˆme valeur du profil
de brillance en bord de vignette. Le traitement des couleurs est identique
pour toutes les galaxies pre´sente´es ici. Figure reproduite avec la permission
de E. Bertin.
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cohe´rence exige que cette meˆme approche puisse de´crire correctement les processus dy-
namiques complexes qui interviennent au sein des syste`mes galactiques. La repre´sentativite´
sous-entend qu’une “bonne” approche doit eˆtre en mesure d’explorer efficacement l’ensemble
des configurations de ces interactions. A ce titre, elle doit pouvoir fournir des distribu-
tions de caracte´ristiques dynamiques des syste`mes soumis a` ces environnements. L’une
des tentatives les plus “spectaculaire” de re´ponse a` cette double exigence est la descrip-
tion cosmologique de la formation des galaxies via des simulations nume´riques. Cette
approche est de´crite dans la section suivante.
1.1 Formation cosmologique des galaxies et de leurs halos
Il est tentant d’e´noncer que la cosmologie dicte les conditions aux bords auxquelles
sont soumises les galaxies. Le gauchissement du disque (warp en anglais), les spirales,
l’e´paississement du disque, l’orientation ou l’e´longation du halo sont autant de car-
acte´ristiques qui peuvent eˆtre relie´s d’une fac¸on ou d’une autre a` la distribution a` grande
e´chelle de la matie`re. En effet les grandes structures fac¸onnent d’une fac¸on ou d’une autre
la taille des objets, leur fre´quence de fusion ou leur proprie´te´s cine´matiques qui influent
sur les proprie´te´s finales des galaxies. Pour cette raison, les syste`mes galactiques sont
conside´re´s dans cette the`se plonge´s dans un contexte cosmologique.
Les quelques dernie`res anne´es ont vu l’e´mergence du mode`le cosmologique dit de
“concordance”. Que ce soit par la mesure des distances de supernovae (Perlmutter
et al. (1999) par exemple), la de´termination des effets d’astigmatisme cosmique a` grande
e´chelle (Van Waerbeke et al. (2002) par exemple) ou les mesures re´centes des fluctuations
du fond diffus cosmologique (par exemple Bennett et al. (2003), Spergel et al. (2003)), les
observables tendent a` privile´gier le mode`le dit ΛCDM, domine´ par la matie`re noire froide
et dont la dynamique fait intervenir une constante cosmologique non nulle. De prime
abord, les e´chelles concerne´es par ce type de mode`les sont bien supe´rieures a` celle qui
interviennent dans les processus de formations des galaxies et de leurs halos. Ne´anmoins,
les processus de formation des structures font que la dynamique de croissance des per-
turbations propage les caracte´ristiques du mode`le cosmologique jusqu’aux plus petites
e´chelles. Le mode`le de matie`re noire chaude, longtemps envisage´ comme une possi-
bilite´, a e´te´ par exemple e´carte´ notamment pour son incapacite´ a` fournir suffisamment
de puissance aux petites e´chelles.
L’une des spe´cificite´s du mode`le domine´ par de la matie`re noire froide est de con-
duire a` une formation hie´rarchique des petits objets vers les grands objets. Les ha-
los de matie`res noires s’y forment par assimilation progressive d’objets moins massifs;
l’apparition de ces derniers pre´ce`de au cours du temps celle des objets plus importants
(White & Rees (1978)). De ce fait, ces mode`les placent les interactions au coeur du
processus de formation des galaxies.
Mode`les hie´rarchiques
Une fraction importante des re´sultats obtenus sur ces processus hie´rarchiques ont
implique´ la mise en place de simulations cosmologiques (voir par exemple les revues
Bertschinger (1998), White (1994)). Historiquement, ces e´tudes se concentre`rent en
premier lieu sur la dynamique de la matie`re sombre et aborde`rent la dynamique des
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galaxies via l’e´tude des proprie´te´s de leur halos. Parmi les re´sultats remarquables obtenus
par ces me´thodes, l’un d’entre eux fut l’e´mergence de mode`les “universels” pour les
caracte´ristiques de ces objets. Le plus connu d’entre eux est le profil de densite´ universel,
dit “Navarro, Frenk & White” (NFW) propose´ par Navarro et al. (1996) et Navarro et al.
(1997) :
ρ
ρc
=
δc
(r/rs)(1 + r/rs)2
, (1.3)
ou` ρc de´signe la densite´ critique, rs un rayon de transition et δc une densite´ caracte´ristique
qui est fonction de rs. Pour une masse de halo donne´e, ce profil ne de´pend que d’un seul
parame`tre, la concentration c = R200/rs, refle´tant la densite´ a` l’e´poque de formation du
halo. D’autres profils pique´s ont e´galement e´te´ sugge´re´s par d’autres auteurs mais tou-
jours en pre´tendant a` un caracte`re d’universalite´ (par ex. Moore et al. (1998), Fukushige
& Makino (1997)). Cette “constance” s’e´tend a` d’autres proprie´te´s des halos telles que
le profil de moment angulaire au sein des halos (Bullock et al. (2001)) ou l’histoire
d’accre´tion de masse (van den Bosch (2002), Wechsler et al. (2002)), dont les formes
fonctionnelles de´pendent peu du halo conside´re´. La distribution pre´fe´rentiellement tri-
axiale de matie`re au sein des halos constitue e´galement un caracte`re re´current observe´
dans les objets forme´s dans de telles simulations (par ex. Frenk et al. (1988))). Ces
caracte´ristiques “constantes” observe´es pour les halos sont explique´es en partie par leurs
interactions avec l’environnement. Ainsi, le profil universel de moment angulaire peut
s’exprimer en terme de couples exerce´s sur le halo au moment de sa plus grande expan-
sion avant effondrement (White (1984)) et en terme de moment angulaire de´pose´ par des
satellites accre´te´s (Maller et al. (2002)). De meˆme, la triaxialite´ des halos est corre´le´e
avec la distribution environnante de satellites (par ex. Tormen (1997)). Enfin, le profil
pique´ des halos peut s’interpre´ter comme le re´sultat d’accre´tion de satellites (par ex.
Fukushige & Makino (2001)) tandis que le facteur de concentration refle`te la densite´ cri-
tique au moment de la formation du halo (Wechsler et al. (2002), Navarro et al. (1997)).
En re´sume´, les principales caracte´ristiques des halos de matie`re noire simule´s peuvent
s’expliquer au vu de l’histoire hie´rarchique de leurs interactions.
Pour simplifier, la formation cosmologique de galaxies au sein de ces halos est e´tudie´e
essentiellement suivant deux approches. La premie`re consiste a` mode´liser directement le
comportement de la matie`re baryonique couple´e a` la matie`re noire au sein des simula-
tions. Parmi les codes disponibles, citons par exemple ENZO (Bryan & Norman (1997)),
RAMSES (Teyssier (2002)) ou GADGET2 (Springel et al. (2001)). De telles simulations
sont actuellement capables d’inclure la formation d’e´toile, le rayonnement UV, les effets
de re´troaction imputables aux supernovae et permettent d’e´tudier directement les influ-
ences re´ciproques de la matie`re baryonique et non baryonique. Les capacite´s de calculs
et les re´solutions atteintes actuellement sont telles que les codes les plus performants
parviennent a` mode´liser directement des disques au sein des halos de matie`re noire.
La seconde approche est similaire dans l’esprit a` celle qui va eˆtre de´veloppe´e dans
cette the`se pour la dynamique des halos de galaxies. Elle est dite “analytique” et est
base´e sur la connaissance de l’histoire de formation et de fusion des halos de matie`re
noire. Cette information ame`ne a` de´duire les proprie´te´s des galaxies qui s’y trouvent
a` partir de mode`les simples. Ainsi, la distribution des galaxies et leur proprie´te´s peu-
vent eˆtre pre´dites, en couplant ces histoires de formations avec des prescriptions sur
la quantite´ de gaz emporte´e par ces halos, son refroidissement, le transfert de moment
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Figure 1.4: Distribution des galaxies IR dans une simulation de matie`re noire. Les cercles
de´signent les positions des galaxies qui ont e´te´ mode´lise´e avec le code semi-
analytique GALICS. Figure extraite de Hatton et al. (2003).
angulaire du gaz lors de la formation du disque et la formation d’e´toiles (par ex. Cole
et al. (1994)). Les fusions successives subies par les halos sont susceptibles d’enrichir les
disques forme´s en gaz ou de les de´truire en cas de trop fortes interactions, amenant a` la
formations d’elliptiques. L’histoire de formation des halos y est mode´lise´e par un arbre
de fusion (par ex. Roukema et al. (1997), Kauffmann & White (1993), Somerville &
Kolatt (1999)). Cet arbre de fusion peut eˆtre obtenu analytiquement via le formalisme
de Press-Schechter e´tendu (Bond et al. (1991), Lacey & Cole (1993)), dans lequel est
pre´dite la probabilite´ P (m1, z1|m2, z2) de trouver une particules dans un halo de masse
m1 a` un redshift z1 sachant qu’elle se trouvait dans un halo de masse m2 a` z2. Une alter-
native consiste a` remplacer ces arbres de fusion analytiques par l’histoire de formation de
halos issus directement de simulations cosmologiques, tout en leur appliquant les meˆmes
recettes simples qui permettaient de peupler de galaxies les halos “analytiques” (par ex.
Kauffmann et al. (1999), Benson et al. (2001), Hatton et al. (2003)). De tels mode`les
“semi-analytiques” sont en mesures de pre´dire les distributions statistiques (via le grand
nombre d’histoires de formations) et spatiales (via la ge´ne´ration de cartes synthe´tiques)
des proprie´te´s observe´es des galaxies (voir aussi la figure 1.4). La prise en compte des
phe´nome`nes stellaires dans ces mode`les les destine par exemple a` la pre´diction de fonc-
tions de luminosite´ et aux e´tudes de corre´lations et de biais en fonction du type de
galaxie.
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Des difficulte´s rencontre´es aux petites e´chelles
Toutefois, il s’ave`re que certaines proprie´te´s des disques et halos simule´s ne sont pas
conformes a` celles observe´es dans le ciel. Parmi celles-ci, on peut mentionner le proble`me
du “refroidissement catastrophique” du gaz dans les halos (par ex. Navarro et al. (1995),
Navarro & Steinmetz (1997)). Le temps caracte´ristique de refroidissement du gaz est
d’autant plus court que celui-ci est dense et par extension l’efficacite´ de ce processus est
plus importante a` haut redshift au sein de halos (et d’un univers) plus denses. Il apparaˆıt
que ce refroidissement est si efficace que tout le gaz doit invariablement finir emprisonne´
au fond du puit de potentiel des halos. Les densite´ atteintes seraient suffisantes pour
permettre une conversion totale du gaz en e´toiles et empeˆcher ainsi la formation de dis-
ques gazeux. De plus, une fraction importante du moment angulaire des baryons est
ce´de´e au halo, compte tenu du niveau e´leve´ des densite´s de gaz en jeu. Par conse´quent,
le moment angulaire des disques susceptibles de se former a` partir de ce mate´riau est
particulie`rement faible, conduisant a` des disques trop petits par rapport aux disques
observe´s. Cette difficulte´ est contourne´e en invoquant des processus de re´troactions tels
que les vents stellaires ou les supernovae, dont l’e´nergie libe´re´e est suffisante pour chauf-
fer le gaz et empeˆcher cet effondrement catastrophique. Cette proble´matique illustre
clairement les difficulte´s rencontre´es lors de la mode´lisation de galaxies en formation et
re´sulte plus d’une connaissance imparfaite des processus de formations stellaires ou de
la physique du gaz que d’une remise en cause du mode`le d’e´mergence des structures.
Il existe cependant toute une classe de proble`mes toujours non re´solus et dont la
nature est davantage relie´e au mode`le cosmologique sous jacent. L’une des particularite´s
du mode`le de matie`re noire froide est sa capacite´ a` fournir un grand nombre de struc-
tures a` petites e´chelles. De fait, les simulations de halos comparables a` celui de notre
Galaxie font apparaˆıtre un nombre de satellites de l’ordre de plusieurs centaines (Moore
et al. (1999), Klypin et al. (1999)), bien supe´rieur aux quelques galaxies satellites qui
peuvent eˆtre observe´es localement (voir aussi la figure 1.5). A nouveau, les processus de
re´troaction peuvent eˆtre invoque´s pour supprimer la formation d’e´toiles dans les satel-
lites les moins massifs (Stoehr et al. (2002)), mais le type d’objets concerne´s reste discute´
(Kazantzidis et al. (2004)). Si les courbes de rotations des galaxies a` faible brillance de
surface (LSB) sont compatibles avec les mode`les NFW (Hayashi et al. (2004)), celles des
galaxies spirales naines indique la pre´sence d’un profil de matie`re noire de type isotherme
a` “coeur constant” (par ex. Flores & Primack (1994), Moore (1994)), et non un profil
pique´ comme mesure´ dans les simulations. Ce paradoxe pourrait eˆtre a nouveau re´gle´ par
des processus de re´troaction violents e´jectant de la masse hors de l’objet et conduisant
a` une re´organisation de la matie`re interne (par ex. Navarro et al. (1996)). Au vu de
ces quelques exemples, il apparaˆıt clairement que les succe`s remporte´s par le mode`le
ΛCDM aux tre`s grandes e´chelles ne se transposent pas aise´ment aux e´chelles des halos
et des galaxies. Dans la mesure ou` ces e´chelles font intervenir a` la fois des phe´nome`nes
baryoniques mal contraints et des processus non collisionnels aux limites de la re´solution
actuelle des simulations, l’apparition de quelques difficulte´s n’est ainsi pas surprenante.
Dans ce contexte, le lien entre les phe´nome`nes ”galactiques” et les contraintes aux bords
“cosmologiques” n’est pas comple`tement e´tabli au sein des simulations.
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Figure 1.5: Simulations (matie`re noire pure) d’un halo de galaxie et d’un halo d’amas.
Plusieurs centaines de sous-structures sont de´tectables dans les deux cas.
Cette diffe´rence entre les simulations et le nombre de galaxies satellites ef-
fectivement observe´ reste a` eˆtre comple`tement explique´. Figure extraite de
Moore et al. (1999).
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1.2 De la Cosmologie au Halos de matie`re noire
Les simulations cosmologiques sont capables de fournir un grand ensemble de config-
urations d’interactions. Ces configurations sont par essence conformes au processus de
formations des grandes structures et refle`tent les distributions d’orientations, d’e´chelles
et de temps caracte´ristiques implique´es. A ce titre la description des environnements des
syste`mes galactiques via des simulations re´pond au crite`re de repre´sentativite´. Toutefois,
les difficulte´s rencontre´es aux plus petites e´chelles par ces mode`les ouvrent la possibilite´
d’explorer par d’autres voies la dynamique interne des objets. C’est pourquoi cette the`se
propose de combiner une description cosmologique des conditions aux bords a` une de-
scription analytique de la dynamique interne des syste`mes galactiques.
Dans une approche combine´e “simulations cosmologiques”-“dynamique galactique”,
l’e´chelle spatiale qui e´merge naturellement est l’e´chelle du halo de matie`re noire. La
galaxie qui est enfouie au sein du halo ne percevra des perturbations (un champ de mare´e
ou une accre´tion) que si celles-ci ont pu se propager au travers du halo. A supposer qu’une
perturbation “cosmologique” parvienne au disque, ses proprie´te´s auront e´te´ passe´es au
filtre de l’action du halo, via des processus de polarisation ou de friction dynamique
par exemple. De ce fait, le halo domine la dynamique lors de la transition entre les
e´chelles cosmologiques (∼ 10 Mpc) et les e´chelles des disques de galaxies (∼ 10 kpc).
Pour cette raison, ce manuscrit se focalisera essentiellement sur la dynamique du halo de
matie`re noire, que ce soit en tant que composante des syste`mes galactiques modele´e par
l’environnement ou en tant que propagateur des proprie´te´s a` grande e´chelles jusqu’aux
e´chelles des galaxies. Enfin, compte tenu que la dynamique du halo a` ces e´chelles est
domine´e par la matie`re noire, la dynamique du gaz n’entrera pas en compte dans le cadre
de ce manuscrit2.
L’objectif a` terme est de parvenir a` reproduire les distributions des proprie´te´s des
galaxies visibles, avec une emphase sur les caracte´ristiques dynamiques fines. Ces
dernie`res sont de´finies dans ce manuscrit comme des de´parts de faible amplitude au
comportement a` l’e´quilibre d’objets de´ja` forme´s. En revanche, il ne s’agit pas de repro-
duire des caracte´ristiques tels que la masse totale du disque ou la nature “disque” ou
“elliptique” d’une galaxie. En d’autres termes, cette de´marche se situe en fin du proces-
sus de formation hie´rarchique des halos, et est motive´e par la volonte´ de re´pondre a` la
question de la nature inne´e ou acquise des caracte´ristiques des galaxies qu’ils englobent.
Ainsi, nombres de phe´nome`nes observe´s n’offrent toujours pas de re´ponse claire a`
cette question et ceux-ci appartiennent a` la classe des proprie´te´s fines des galaxies. A
contrario, il est clair aujourd’hui que les caracte´ristiques globales telles que la masse ou
le caracte`re elliptique d’une galaxie sont de l’ordre de l’acquis. De plus, un autre des
objectifs est de pouvoir remonter a` l’histoire d’une galaxie ou de son environnement via
l’observation de´taille´e de ses caracte´ristiques actuelles. Il est clair que les interactions
violentes avec l’environnement empeˆchent une telle de´marche car elles sont susceptibles
d’effacer toute trace d’e´volution ante´rieure et tout caracte`re fin des objets conside´re´s.
Pour ces raisons, les recherches pre´sente´es ici se placent d’emble´e dans le cadre d’objets
de´ja` forme´s et ne subissant plus de fortes interactions.
2hormis le dernier chapitre portant sur la distribution des me´taux dans le milieu inter galactique, ce
chapitre se situant “a` part” dans le fil conducteur de cette the`se.
26 Introduction
Dynamique a` l’e´chelle des halos
Les recherches pre´sente´es dans cette the`se se limitent aux interactions entre l’envi-
ronnement et le halo, sans conside´rer pour l’instant les autres composantes des galaxies.
Il n’en reste pas moins que l’influence des halos de matie`re noire est primordiale dans
le comportement dynamique des disques, que ce soit sur leur dynamique propre ou sur
leur capacite´ a` ve´hiculer les perturbations exte´rieures. Par exemple, un halo massif
participe a` la stabilisation d’un disque (voir par exemple Ostriker & Peebles (1973))
tandis que les transferts d’e´nergie entre le halo et le disque favorisent l’amortissement
des effets de gauchissement (Nelson & Tremaine (1995)). De plus, le halo fait office de
milieu transmetteur entre le disque et l’environnement des syste`mes galactiques : toute
accre´tion par le disque doit porter les traces de son passage au travers du halo. Pour
ces raisons, l’e´tude de sa re´ponse et de son influence sur la transmission au disque de
perturbations exte´rieures est indispensable et se doit d’eˆtre aborde´e avant d’entamer
l’e´tude plus complexe de la dynamique du disque.
Les e´tudes de stabilite´ des halos remontent a` Antonov (1960), qui de´montra la sta-
bilite´ a` tout type de perturbations pour une certaine classe de syste`mes stellaire sphe´rique
a` dispersion de vitesses isotropes3. Une large fraction des e´tudes portant sur la stabilite´
line´aire des halos s’est faite en utilisant la “me´thode matricielle”, base´e sur la projec-
tion des e´quations de la dynamique sur une base approrie´e et de´crite en de´tail dans ce
manuscrit. De´veloppe´e a` l’origine pour l’e´tude de la stabilite´ des disques par Kalnajs
(1977a), l’extension de cette me´thode aux syste`mes sphe´riques (originellement par Poly-
achenko & Shukhman (1981)) s’est re´ve´le´e riche en re´sultats sur la compre´hension des
interactions entre un halo et son environnement. Les instabilite´s qui apparaissent par
exemple pour les syste`mes a` dispersion de vitesse anisotrope ont e´te´ e´tudie´es via cette
me´thode par Palmer & Papaloizou (1987), Saha (1991) et Weinberg (1991) entre autres.
Parmi ces e´tudes de stabilite´, il convient de mentionner les travaux de Weinberg (1994)
et Murali (1999) qui mettent en e´vidence l’existence de modes “faiblement” amortis
dont le temps de persistance est long en regard des temps caracte´ristiques du syste`me.
L’existence de tels modes implique que les syste`mes a` priori stables sont e´galement en
mesure de transmettre les perturbations dues aux environnements jusqu’aux disques
centraux. Enfin, il faut noter que ces modes sont susceptibles d’eˆtre excite´s de fac¸on
re´currente par le “bruit” induit par le passage ou la chute de satellites. Compte tenu
de leur caracte`re faiblement amortis, de tels modes sont susceptibles de faire tendre
asymptotiquement le halo vers une forme “universelle”, de´pendant uniquement du com-
portement de ces modes (Weinberg (2001a), Weinberg (2001b)) et non de la nature des
interactions. Ce type d’e´tude apporte un e´clairage nouveau sur l’existence de profils
universels des halos dans les simulations cosmologiques.
Dans cette the`se, les calculs de la re´ponse du halo sont base´s sur cette me´thode
matricielle. Le choix d’utiliser une me´thode analytique pour aborder la dynamique du
halo n’est pas dicte´ par une volonte´ d’e´viter a` tout prix l’utilisation de simulations
nume´riques de galaxies ou des resimulations. Il s’ave`re que les me´thodes de propagation
line´aire sont aussi performantes que les simulations dans certains contextes (cf. par
exemple le chapitre sur la croissance adiabatique du disque), notamment avec les moyens
de calculs actuels. Ceci est duˆ au fait que les me´thodes analytiques s’adaptent a` la
proble´matique qui est aborde´e, e.g. via un choix de mode`le a` l’e´quilibre du halo, de base
3Caracte´rise´s par une fonction de distribution ne de´pendant que de l’e´nergie F (E) et dF/dE < 0
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de projection ou d’e´chantillonage temporel. Le prix a` payer est une certaine rigidite´ de
la me´thode compare´e a` la souplesse des simulations nume´riques, car elle ne´cessite que le
cadre dynamique de l’e´tude soit bien fixe´. Si c’est le cas, les me´thodes de stabilite´ sont
plus rapides, plus simples et peuvent atteindre des re´solutions spatiales e´quivalentes a`
bon nombre de simulations.
Friction dynamique et non line´arite´
Le roˆle du halo est e´galement fondamental dans le processus d’accre´tion des objets
par les galaxies, au cours duquel le halo re´agit et influe sur le comportement de cet
apport de matie`re. Hormis le me´lange de phase qui intervient meˆme en l’absence de
traitement auto-gravitant du halo, le processus cle´ est celui de la friction dynamique,
e´tabli pour la premie`re fois par Chandrasekhar (1943), pour un milieu stellaire homoge`ne
et isotrope. Dans cette description, une “e´toile” se de´plac¸ant dans ce milieu doit subir
une de´ce´le´ration due a` la de´flexion des e´toiles du milieu environnant dans le sillage de
l’e´toile en mouvement. Cette polarisation du milieu derrie`re le corps en mouvement
induit une force de rappel dont l’intensite´ de´pend de la vitesse de ce corps. Cet effet
peut eˆtre e´tudie´ dans des ge´ome´tries plus complexes que ce soit via des me´thodes analy-
tiques (par exemple Tremaine & Weinberg (1984), Seguin & Dupraz (1994)) ou par des
simulations nume´riques (par exemple Jiang & Binney (2000))). Les effets de la friction
dynamique sur un objet entrant dans un halo sphe´rique impliquent une perte de masse
du satellite et une “chute” de ce dernier au fond du puit de potentiel du halo (voir aussi
la figure 1.6). En revanche, il a souvent e´te´ fait mention d’un effet circularisant de la fric-
tion dynamique sur l’orbite du satellite (par ex. Ibata & Lewis (1998)) or ce phe´nome`ne
a e´te´ remis en cause re´cemment par le biais de me´thodes nume´riques (Hashimoto et al.
(2003)) et semi-analytique (Colpi et al. (1999)), dans lesquelles aucune circularisation
notable des trajectoires n’a pu eˆtre de´tecte´e.
On rappelle l’exigence initiale de cohe´rence de la description dynamique interne. Au
vu de l’importance des phe´nome`nes de friction, une telle description doit pouvoir eˆtre
en mesure de reproduire ces effets complexes. Or, les e´tudes the´oriques mentionne´es
pre´ce´demment n’ont aborde´ cette proble´matique que sous son aspect “line´aire” en ob-
tenant uniquement l’expression de la force de rappel sur la perturbation et non son effet
sur la perturbation. La prise en compte de cette re´troaction implique une description dy-
namique non-line´aire. Cette extension du re´gime d’utilisation de la me´thode matricielle
est obtenue en appliquant une description perturbative des e´quations de la dynamique.
Si la me´thode line´aire est plus simple et plus directe, seule la dynamique non line´aire
satisfait la condition de cohe´rence.
1.3 Une approche hybride pour une e´tude statistique
Les recherches pre´sente´es dans cette the`se ont pour objectif de fournir un cadre
the´orique global a` l’e´tude des syste`mes galactiques en interaction avec leurs environ-
nemments. L’objectif est de pouvoir relier les distributions statistiques des proprie´te´s
dynamiques du halo aux proprie´te´s statistiques des environnements. Une telle approche
devra permettre de pre´dire les caracte´ristiques dynamiques des syste`mes dynamiques,
connaissant les environnements auxquels ils sont soumis. A l’inverse, elle doit e´galement
permettre de remonter au proprie´te´s des environnements a` partir de certaines car-
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Figure 1.6: Trajectoires de satellites subissant la friction dynamique au sein d’un halo
de matie`re noire, pour diffe´rents jeu de conditions initiales. Sous l’effet de la
friction, les satellites “tombent” au fond du puit de potentiel du halo. Figure
extraite de Colpi et al. (1999)
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Figure 1.7: Principe sche´matique de l’approche hybride explore´e dans ce manuscrit.
Cette approche est constitue´e de trois e´tapes : ge´ne´ration d’environnements
de halos a` partir de simulations, mesure des flux a` la sphe`re de viriel
et calcul de la re´ponse du halo en the´orie perturbative. La propagation
consiste a` de´duire les proprie´te´s des halos connaissant les environnements.
Cette propagation peut se faire de fac¸on statistique, sans passer par les
re´ponses individuelles des halos. Les caracte´ristiques statistiques des ha-
los se de´duisent directement de ces meˆme caracte´ristiques pour les environ-
nements. La de´duction des proprie´te´ envrionmentales a` partir de l’e´tat du
halo est e´galement possible en principe, via l’inversion dynamique.
acte´ristiques dynamiques observe´es. La mise en place de ce cadre repose sur trois axes
de recherches qui devront permettre a` terme d’aborder cette proble´matique de fac¸on
globale (voir aussi le sche´ma 1.7) :
• Ge´ne´ration d’environnements “cosmologiques” de halos a` partir de simulations a`
grande e´chelle,
• mesure des interactions entre halos et environnements via une description statis-
tique des flux au travers de la sphe`re de Viriel,
• description analytique de la dynamique des halos devant permettre de relier la
distribution des proprie´te´s des halos aux proprie´te´s statistique des flux.
Simulations et Environnements
Le premier axe repose sur le fait que le halo est conside´re´ comme baignant dans un en-
vironnement cosmologique. Pour les travaux de cette the`se, ce contexte est fourni par des
simulations nume´riques a` grande e´chelles, de matie`re noire pure, au sein desquelles appa-
raissent des halos. Le proche environnement simule´ de ces objets fournit des re´alisations
30 Introduction
re´alistes des proprie´te´s du champ de mare´e et de l’accre´tion par les halos. Le fait
d’utiliser les simulations comme entre´es de mode`les analytiques n’est pas une nouveaute´
en soi puisqu’il est a` la base des mode`les semi-analytiques de formations des galaxies.
L’originalite´ de l’approche de´veloppe´e ici re´side dans le fait que l’information spatiale de
l’environnement est consigne´e puisque indispensable a` la re´solution de la dynamique du
halo. Une fois contraint le contexte cosmologique des halos, celui-ci pourra eˆtre utilise´
comme entre´e du mode`le de re´ponse du syste`me.
Interactions et flux
La mise en commun d’une description analytique de la dynamique interne avec une
description cosmologique de l’environnement conduit a` une approche hybride qui ame`ne
naturellement a` de´finir les concepts d’un “inte´rieur” et d’un “exte´rieur”. L’inte´rieur est
de´fini par la re´gion a` laquelle s’applique la description analytique tandis que l’exte´rieur
de´signe la re´gion de´crite par la “cosmologie”. Cette distinction conduit a` imaginer
une interface au travers duquel s’ope`rent les e´changes entre environnements et syste`mes
galactiques. Conceptuellement, cette dichotomie peut paraˆıtre artificielle : par exem-
ple, ou` placer cette interface symbolisant les limites du halo ? Ce choix rele`ve d’un
certain arbitraire et celui qui a e´te´ fait dans cette the`se est de placer cette frontie`re au
rayon de Viriel du halo. Ne´anmoins, la de´finition d’une interface est essentielle dans la
de´marche pre´sente´e ici car elle permet de re´duire l’e´tude des interactions a` un proble`me
contraint par des conditions limites. Compte tenu du choix de la frontie`re au rayon
de Viriel, la ge´ome´trie des flux est sphe´rique et conduit a` une vision halocentrique des
environnements.
L’existence d’une telle frontie`re conduit a` de´finir deux types d’interactions. D’une
part les halos interagissent “a` distance” via le champ de mare´e cre´e´ par la distribution
de matie`re “exte´rieure” au bords du halo (passage de satellites a` distance, grandes struc-
tures). Ce type d’interaction est celui traite´ originellement par la me´thode matricielle, ou`
une perturbation n’est visible qu’au travers du potentiel gravitationnel qu’elle ge´ne`re.
L’autre type d’interaction est celui induit par l’accre´tion de matie`re par le halo, au
travers de l’interface d’e´change. Au sein des simulations, l’accre´tion est ge´ne´ralement
de´crite en terme de satellites assimile´s par le halo (par ex. Knebe et al. (2004), Gill
et al. (2004)). Certaines e´tudes se sont e´galement attache´es a` e´tudier les spe´cificite´s de
la composante dite “diffuse” compose´e d’objet non virie´lise´e (par ex. Katz et al. (2003),
Murali et al. (2002)). Dans cette the`se, l’accre´tion par les halos est de´crite par un “fluide
de matie`re noire”, de´fini dans l’espace des phases. D’un point de vue pratique, cette
approche permet de formaliser l’accre´tion de fac¸on globale : les accre´tion diffuses et
virie´lise´e ne se distinguent que comme deux “phases” diffe´rentes de ce fluide.
Cette description fluide de l’accre´tion s’adapte naturellement a` une description sous
forme de champs sphe´riques de´finis a` l’interface de´limitant le halo. L’accre´tion est
de´crite en termes d’un flux de matie`re au travers de cette surface, advectant de la
masse, de l’e´nergie ou du moment angulaire. Ces flux conduisent a` l’expression d’un
terme source qui intervient directement dans le calcul de la re´ponse du halo ouvert
et de´crivant l’accre´tion dans l’espace des phases. Dans le meˆme temps, le potentiel
“exte´rieur” mentionne´ pre´ce´demment peut eˆtre entie`rement de´fini sous la forme d’un
champ mesure´ a` cette meˆme interface. Par conse´quent, un halo ne perc¸oit son environ-
nement qu’au travers des proprie´te´s de ces champs sphe´riques, de nature sensiblement
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complexe et de´crivant a` la fois les interactions directes et a` distance. Cette description
“halocentrique” permet de limiter la connaissance des proprie´te´ des environnements aux
flux qu’ils induisent au travers des limites du halo. La statistique de ces champs doit
permettre de pre´dire les distributions des proprie´te´ des halos soumis.
Propagation statistique
Le troisie`me des objectifs consiste a` e´tablir un formalisme de la dynamique non
line´aire du halo qui permette la propagation statistique des conditions aux bords fac¸onne´es
par l’environnement. Il sera de´montre´ dans ce manuscrit que le mode`le line´aire et non
line´aire est capable de pre´dire non seulement le comportement dynamique d’un halo
donne´ a` un environnement donne´ mais e´galement de pre´dire des distributions de pro-
prie´te´s des halos. En d’autres termes, les grandeurs statistiques caracte´ristiques de la
re´ponse du halo s’exprime en fonction de celle des flux auxquels ils sont soumis. A ce
titre, cette me´thode dispense une approche repre´sentative de la dynamique des halos.
De plus, elle fait du halo un ve´ritable milieu transmetteur, au travers duquel le
champ de mare´e externe et l’accre´tion limitrophe sont communique´s aux re´gions les plus
internes. Ainsi, les conditions limites auxquels les disques sont soumis peuvent eˆtre
reconstruites jusqu’a` un horizon temporel, qui reste certes a` de´finir. Cette chaˆıne de
transmission du “bruit cosmologique” aux disques de galaxies devrait permettre a` terme
de retrouver ou de pre´dire les distributions observe´es de certaines proprie´te´s dynamiques
des galaxies.
1.4 Des travaux pre´sente´s dans ce manuscrit
Les travaux de´crits dans les chapitres suivants visent a` explorer les diffe´rents aspects
de la mise en place de l’approche hybride de´crite dans cette introduction. Le manuscrit
s’articule autour de deux parties d’importances ine´gales, refle´tant la nature des travaux
re´alise´s durant cette the`se.
La premie`re partie de ce manuscrit porte sur l’extension des mode`les analytiques de
re´ponse des halos au re´gime non line´aire et ouvert. Les de´tails de la the´orie ainsi que le
de´tail de la propagation statistique y sont re´sume´s. Le re´gime d’e´volution se´culaire du
halo est e´galement aborde´ via un formalisme quasi-line´aire. Le principe de l’imple´men-
tation du mode`le line´aire est expose´ dans le chapitre suivant.
La deuxie`me partie expose les mesures dans les simulations. Un premier chapitre
de´crit le jeu de simulations produit pour contraindre le terme source et qui aura ne´cessite´
la mise en place d’une chaˆıne de production automatique de simulations. Une premie`re
e´tude sur l’accre´tion anisotrope est ensuite de´taille´e dans le chapitre suivant. Com-
bine´es a` une description en termes de sous-structures, les proprie´te´s directionnelles de
l’accre´tion sont relie´es a` la distribution de matie`re aux grandes e´chelles. Le chapitre
suivant expose le principe de mesure des flux, adapte´ au mode`le de re´ponse the´orique
de´veloppe´ pre´ce´demment. Cette proce´dure est mise en application dans l’avant-dernier
chapitre ou` sont de´crits les premiers re´sultats statistiques sur le flux de masse et le champ
de mare´e entourant les halos.
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Enfin, une courte e´tude sur la distribution des me´taux dans le milieu intergalac-
tique est de´crite dans le dernier chapitre. Cette e´tude aura utilise´ une simulation haute
re´solution issue de la meˆme proce´dure de production que celle du jeu pre´ce´dent.
Ce manuscrit se conclut sur une discussion de l’ensemble des travaux, sur les taˆches
qui restent a` accomplir pour une mise en place pratique de l’ensemble du projet et sur
les prospectives.
Le manuscrit propose un double niveau de lecture. D’une part, des textes d’intro-
duction qui exposent et expliquent simplement les diffe´rents concepts et les re´sultats
obtenus. Le lecteur y trouvera e´galement un descriptif des “astuces” et difficulte´s qui
auront e´te´ rencontre´es. D’autre part, des articles, re´dige´s en anglais, qui pre´sentent
rigoureusement et de fac¸on plus quantitative les re´sultats obtenus. Le lecteur soucieux
de connaˆıtre le de´tail de ces re´sultats est invite´ a` se reporter a` ces articles. Quatre
articles sont ainsi joint au corps de ce manuscrit. Deux d’entre eux ont de´ja` e´te´ publie´s
The Clustering of Intergalactic Metals (Pichon et al. (2003)) et The origin of anisotropic
accretion by L∗ haloes (Aubert et al. (2004)). Les deux autres, Dynamical flows through
Dark Matter Haloes I & III furent re´dige´s durant la the`se et sont destine´s a` eˆtre soumis
apre`s celle-ci.
2
Re´ponse line´aire et non line´aire du halo
L’objectif de ce chapitre est de de´crire la de´marche visant a` calculer statistiquement
la re´ponse d’un halo sphe´rique a` des perturbations du champ de mare´e et a` l’injection
de matie`re. L’ambition est d’appliquer un tel formalisme aux halos “plonge´s” dans les
simulations. Cette de´marche est expose´e en de´tail dans l’article ci-joint Dynamical Flows
through Dark Matter haloes III : Inner Dynamics, secular evolution and applications. Ce
chapitre vise a` extraire de cet article les re´sultats marquants, sans s’attarder sur le de´tail
des calculs.
L’approche adopte´e consiste a` de´crire le halo comme un syste`me sphe´rique soumis
a` des interactions de faibles amplitudes. Ce proble`me peut eˆtre traite´ analytiquement
suivant l’approche perturbative et a de´ja` fait l’objet d’e´tudes dans le passe´ par en-
tre autres Tremaine & Weinberg (1984), Weinberg (1989), Murali (1999) ou Seguin &
Dupraz (1994). Toutefois, ces e´tudes e´taient limite´es aux interactions de mare´e pure (i.e.
sans injection de matie`re) et abordaient des proble´matiques tre`s pre´cises telle l’action
d’une barre ou d’un satellite place´ sur une trajectoire ad hoc. Dans cet article, il est
montre´ comment ce formalisme peut eˆtre e´tendu a` la prise en compte de sources de
matie`re de´finies en bordure du halo : de “ferme´” le halo devient un syste`me “ouvert”
a` un continuum d’accre´tion. D’autre part, il est expose´ comment ce formalisme peut
e´mettre des pre´dictions statistiques sur la re´ponse des halos a` partir des caracte´ristiques
des environnements, sans avoir recours aux re´alisations individuelles d’accre´tions ou de
champs de mare´e. Cette approche perturbative peut eˆtre e´tendue a` l’e´tude des effets non
line´aires. Ces derniers ne peuvent eˆtre mis de coˆte´s, en particulier a` cause de l’impact
pre´dominant qu’ils peuvent avoir sur l’e´volution de la matie`re accre´te´e (via la friction
dynamique par exemple ou le de´se´quilibre entre les effets de mare´es et la gravite´ propre
des objets rentrant).
Ce chapitre est organise´ comme suit. La premie`re section porte sur le halo “cubique”
uniforme, dont l’e´tude est similaire au cas sphe´rique sans la complexite´ induite par sa
ge´ome´trie. Cette partie constitue une introduction aux concepts ne´cessaires a` l’obtention
de la re´ponse du halo sphe´rique, tels le terme source ou la propagation statistique. Dans
le cas sphe´rique, la ge´ome´trie particulie`re du syste`me implique d’introduire des outils
34 Re´ponse line´aire et non line´aire du halo
spe´cifiques, tels les variables angle-action et les bases biorthogonales. Ces concepts sont
introduits dans la deuxie`me partie, de´crivant en de´tail le calcul de la re´ponse line´aire
du halo sphe´rique “ferme´”. La section suivante reprendra les principaux re´sultats du
formalisme de´crit dans l’article, explicitant notamment le passage aux syste`mes ouverts
via la prise en compte de termes source, ainsi que le principe de la propagation statis-
tique. La quatrie`me partie exposera l’approche non line´aire et son impact en terme
de propagation statistique. Une cinquie`me partie de´crit l’e´volution se´culaire du halo
soumis a` l’action re´currente de l’environnement, via une description quasi-line´aire de sa
dynamique. La dernie`re section portera sur le champ d’applications possibles ouvert par
les outils the´oriques de´veloppe´s dans ce chapitre.
2.1 Le Halo Cubique
Cette section est de´die´e a` la dynamique non collisionnelle d’un milieu multi-pe´riodique,
dit aussi halo cubique. L’objet de ce chapitre est de fournir une illustration de la
de´marche qui sera adopte´e dans les sections suivantes pour le cas du halo sphe´rique.
Cette de´marche permet usuellement d’aborder la dynamique de syste`mes multipe´riodiques
sans ne´cessiter une trop grande complexite´ mathe´matique (par ex. Weinberg (1993),
Barnes et al. (1986)). Le halo cubique n’a pas vocation a` eˆtre re´aliste, mais l’e´tude
d’un tel syste`me requiert les meˆmes e´tapes de raisonnement que celles invoque´es pour
des ge´ome´tries plus complexes. L’objectif est formellement le meˆme que pour le cas
sphe´rique, i.e. chercher a` caracte´riser la re´ponse auto-consistante d’un tel milieu soumis
a` un potentiel de faible amplitude et a` l’injection d’un petit nombre de particules.
2.1.1 Re´ponse line´aire a` un champ de mare´e exte´rieur
Approche “temporelle”
L’e´tat d’e´quilibre du halo cubique est invariant par translation, de pe´riode L et
caracte´rise´ par la fonction de distribution F (v). Le halo est de´crit comme un syste`me
non-collisonnel interagissant uniquement par le biais de l’interaction gravitationnelle.
De fait, l’e´volution de sa fonction de distribution F(r,v, t) est re´gie par l’e´quation de
Boltzmann sans collision et l’e´quation de Poisson (par ex. Goldstein (1950)):
∂F
∂t
+ v
∂F
∂r
− ∂Ψ
∂r
∂F
∂v
= 0, (2.1)
∇2ψ = 4piG
∫
dvF . (2.2)
L’espace des phases est de´crit par le couple de variables positions-vitesses (r,v) tandis
que le potentiel Ψ(r, t) = ψ0 + ψe(r, t) + ψ(r, t) est constitue´ du potentiel a` l’e´quilibre
du syste`me, du potentiel exte´rieur et de la re´ponse en potentiel du halo. Compte tenu
du caracte`re multi-pe´riodique du syste`me aborde´ ici, le potentiel “exte´rieur” constitue
une vue de l’esprit et doit eˆtre conside´re´ comme un simple terme de forc¸age d’origine
exte´rieure. On notera que l’e´quation de Poisson ne tient pas compte du potentiel a`
l’e´quilibre mais fait intervenir uniquement le de´part au potentiel moyen. Cette omission
peut se justifier si l’on conside`re des phe´nome`nes a` des e´chelles infe´rieures au e´chelles
associe´es au gradient du potentiel moyen. Mais cette modification ad hoc de l’e´quation
de Poisson reste injustifie´e dans le cas ge´ne´ral : on parle alors “d’arnaque de Jeans”.
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Dans l’hypothe`se d’un potentiel exte´rieur de faible amplitude, la re´ponse f(r,v, t)
du syste`me reste faible et les e´quations 2.1 et 2.2 peuvent eˆtre line´arise´es sous la forme :
∂f
∂t
+ v
∂f
∂r
− (∂ψ
∂r
+
∂ψe
∂r
)
∂F
∂v
= 0, (2.3)
∇2ψ = 4piG
∫
dvf, (2.4)
ou` F = F + f , F (v) e´tant la distribution a` l’e´quilibre du syste`me et ne de´pend que du
module de la vitesse. Compte tenue de la ge´ome´trie pe´riodique du proble`me, la re´ponse
line´aire de la fonction de distribution f(r,v, t), du potentiel ψ(r, t) ainsi que le potentiel
exte´rieur peuvent s’exprimer sous la forme de se´ries de Fourier :
f(r,v, t) =
∑
k
fk(v, t)eik·r, (2.5)
ψ(r, t) =
∑
k
ψk(t)eik·r, (2.6)
ψe(r, t) =
∑
k
ψek(t)e
ik·r, (2.7)
ou` k = 2pin/L, avec n e´tant un triplet d’entiers. Les e´quations 2.3 et 2.4 peuvent alors
s’e´crire mode k a` mode k :
∂fk
∂t
+ iv · kfk − ik · ∂F
∂v
(ψk + ψek) = 0, (2.8)
ψk = −4piG
k2
∫
dvfk. (2.9)
A partir de l’e´quation 2.8, l’on obtient :
fk(v, t) =
∫ t
−∞
dτeik·v(τ−t)ik · ∂F
∂v
(ψk(τ) + ψek(τ)), (2.10)
en supposant une perturbation nulle pour des temps infiniment lointains. En inte´grant
l’e´quation 2.10 sur les vitesses v et en de´signant par ρk le mode de Fourier k de la
re´ponse en densite´ ρ(r, t), la re´ponse en densite´ du milieu soumis a` un potentiel exte´rieur
est donne´e par:
ρk(t) = −4piG
k2
∫ ∫ t
−∞
dτdveik·v(τ−t)ik · ∂F
∂v
(ρk(τ) + ρek(τ)). (2.11)
En de´finissant le noyau K(t) par :
Kk(t) = −4piG
k2
∫
dveik·v(t)ik · ∂F
∂v
, (2.12)
l’e´quation 2.11 s’e´crit simplement sous la forme suivante, donnant la re´ponse en densite´
ρ induite par la pre´sence de matie`re exte´rieure au syste`me de´crite par ρe :
ρk(t) =
∫ t
−∞
dτKk(τ − t)(ρk(τ) + ρek(τ)). (2.13)
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Approche “fre´quentielle”
La meˆme de´marche peut eˆtre conduite dans l’espace des fre´quences temporelles ω,
formellement e´quivalente, mais permettant une approche se preˆtant plus simplement au
calcul des corre´lations statistiques dans le cas stationnaire. A cette fin, l’e´quation 2.8
est modifie´e par transforme´e de Laplace, dont l’application sur f est de´finie par (cf. par
exemple Fitzpatrick (1998)):
f˜k(ω,v) = L [f ] =
∫ ∞
0
eiωtfk(v, t)dt, (2.14)
ou` ω de´signe une fre´quence complexe, re´pondant a` la condition :
Im(ω) > µ. (2.15)
La quantite´ µ est une quantite´ positive suffisamment importante garantissant la conver-
gence de l’e´quation (2.14). La transforme´e de Laplace des potentiels auto-consistant ψ˜k
et exte´rieur ψ˜ek sont de´finis de fac¸on e´quivalente. La transforme´e inverse est de´finie par :
fk(t,v) =
1
2pi
∫ ∞+iy
−∞+iy
f˜k(ω,v)e−iωtdω, (2.16)
avec y > µ. Enfin, la transforme´e de Laplace de la de´rive´e temporelle est donne´e par :
L
[
∂fk
∂t
]
= −iωf˜k(ω, v)− fk(v, t = 0). (2.17)
Munis de ces de´finitions, l’e´quation 2.8 et 2.10 peut eˆtre re´e´crite sous la forme :
−iωf˜k + iv · kf˜k − ik · ∂F
∂v
(ψ˜k + ψ˜ek) = fk(v, t = 0), (2.18)
ψ˜k = −4piG
k2
∫
dvf˜k. (2.19)
En injectant l’e´quation (2.19) dans l’e´quation (2.18), la solution en potentiel est donne´e
par :
ψ˜k(ω) =
K˜k(ω)
1− K˜k(ω)
ψ˜ek(ω) + ψ˜
0
k(ω), (2.20)
ou` l’ope´rateur K˜k(ω) est de´fini par :
K˜k(ω) = −4piG
k2
∫
k · ∂F/∂v
k · v − ω dv, (2.21)
et ou` :
ψ˜0k(ω) = −
4ipiG
k2(1− K˜k(ω))
∫
fk(v, t = 0)
k · v − ω dv. (2.22)
La fre´quence ω ayant une partie imaginaire non nulle, ces deux inte´grales restent bien
de´finies.
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Stabilite´ du halo cubique
L’e´volution temporelle de la re´ponse du syste`me est fournie par la transforme´e de
Laplace inverse de l’e´quation (2.20). Pour un mode k donne´, celle ci est donne´e par (cf.
par exemple Arfken & Weber (1995)):
ψk(t) =
1
2pi
∫ ∞+iy
−∞+iy
dω
K˜k(ω)
1− K˜k(ω)
ψ˜ek(ω)e
−iωt +
1
2pi
∫ ∞+iy
−∞+iy
dωψ˜0k(ω)e
−iωt, (2.23)
ou` y est suffisamment grand pour que tous les poˆles des inte´grants aient des parties
imaginaires infe´rieures a` y. On rappelle que la fre´quence ω a e´te´ de´finie a` l’origine telle
que Im(ω) > µ. Ne´anmoins, ψ˜k(ω) peut eˆtre prolonge´e analytiquement dans tout le
plan complexe, auquel cas les inte´grales de l’e´quation (2.23) doivent suivre le contour
donne´ dans la figure 2.1, contournant les poˆles ωp de ψ˜k(ω) (cf. par exemple Binney
& Tremaine (1987), de´crit pour la premie`re fois par Landau (1946)). Ces poˆles vont
conditionner le comportement de la re´ponse qui sera de type :
ψk(t) ∼ exp(−iωpt), (2.24)
pour chacun des poˆles en vertu du the´ore`me des re´sidus. Au vu de l’e´quation (2.22) ces
poˆles sont issus des ze´ros de la relation de dispersion, i.e. :
1− K˜k(ωp) = 0. (2.25)
Cette recherche des poˆles ne peut se faire que si ce prolongement analytique est correcte-
ment fait. En particulier, cela implique que les inte´grales
K˜k(ω) = −4piG
k2
∫
k · ∂F/∂v
k · v − ω dv, (2.26)
soient pratique´es sur les contours donne´s par la figure 2.2. Si Im(ω) > 0 (modes insta-
bles), alors l’inte´grale (2.26) devient :
K˜k(ω) =W(ω) = −4piG
k2
P
∫
k · ∂F/∂v
k · v − ω dv, (2.27)
ou` P de´signe la valeur principale de Cauchy. Pour respectivement Im(ω) = 0 (modes
stables) et Im(ω) < 0 (modes amortis), les inte´grales se modifient respectivement en
W(ω) + ipiR et W(ω) + 2ipiR, ou` R de´signe le re´sidu duˆ au poˆle place´ sur l’axe re´el.
L’existence (ou non) de ze´ros de la relation de dispersion dans ces trois cas va condition-
ner la stabilite´ du syste`me.
Dans le cas d’un syste`me stable, il est possible “d’envoyer” la fluctuation initiale
f(v, t = 0) en moins l’infini, auquel cas les fluctuations transitoires induites par cette
condition initiales sont comple`tement amorties pour des temps suffisamment grand : le
second terme de l’e´quation (2.23) peut eˆtre ne´glige´. Par conse´quent la transforme´e de
Laplace (e´quation (2.14)) devient
f˜k(ω,v) =
∫ ∞
−∞
eiωtfk(v, t)dt, (2.28)
formellement e´quivalente a` une transforme´e de Fourier. Sous ces hypothe`ses (impulsion
initiale a` l’infini et amortissement des modes transitoires) l’ensemble du raisonnement
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Figure 2.1: En bleu, les contours de l’inte´gration de Laplace inverse de la re´ponse du halo.
En rouge, le meˆme contour de´forme´ autour des poˆles en cas de prolongement
analytique des inte´grands de l’e´quation (2.23). Figures inspire´es de Binney
& Tremaine (1987).
pre´ce´dent peut eˆtre traite´ de fac¸on e´quivalente par transforme´e de Fourier. Ne´anmoins
le traitement de la relation de dispersion, et par conse´quent la transforme´e de Fourier
inverse vers l’espace temporel, doit prendre en compte les effets de prolongement analy-
tique expose´ dans cette section.
Statistique a` deux points de la re´ponse
Le calcul pre´ce´dent de la re´ponse en potentiel conduit simplement a` l’expression de
la fonction de corre´lation a` deux points de ψ(r, t) en fonction de la corre´lation a` deux
points du potentiel exte´rieur ψe(r, t). Par de´finition, la fonction de corre´lation a` deux
points de la re´ponse en potentiel s’e´crit :
〈ψ(r, t)ψ(r+∆r, t+∆t)〉 =
∑
k,k′
e(k−k
′)·r−k′·∆r〈ψk(t)ψ∗k′(t+∆t)〉. (2.29)
L’e´tude d’une telle fonction doit permettre d’extraire les e´chelles caracte´ristiques as-
socie´es a` ψ(r, t) : taille caracte´ristique des fluctuations, temps de cohe´rence typique
et les interde´pendances entre ces deux types de quantite´s (temps de cohe´rence e´chelle
par e´chelle par exemple). Dans le formalisme de´veloppe´ ici, ces e´chelles caracte´ristiques
sont lie´es aux caracte´ristiques des perturbations, faisant le lien entre environnement et
dynamique.
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Figure 2.2: Contour d’inte´grations dans le plan des vitesses pour la recherches des ze´ros
de l’e´quation de dispersion (2.25).Figures inspire´es de Binney & Tremaine
(1987).
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Ce lien est e´tabli en explicitant les transformations de Laplace de l’e´quation 2.29 :
〈ψ(r, t)ψ(r+∆r, t+∆t)〉 = 1
4pi2
∫
dωdω′ei(ω
′−ω)teiω
′∆t
∑
k,k′
ei(k−k
′)·r−ik′·∆r〈ψk(ω)ψ∗k′(ω′)〉
(2.30)
En combinant les e´quations (2.20) et (2.30), la fonction de corre´lation de la re´ponse
s’exprime sous la forme :
〈ψ(r, t)ψ(r+∆r, t+∆t)〉 =
∫
dωdω′
∑
k,k′
Mkk′(t,∆t, ω, ω′, r,∆r)〈ψek(ω)ψe∗k′ (ω′)〉, (2.31)
ou` l’ope´rateur M est donne´ par :
Mkk′(t,∆t, ω, ω′, r,∆r) = ei(ω
′−ω)teiω
′∆tei(k−k
′)·r−ik′·∆r K˜k(ω)K˜
∗
k′(ω
′)
(1− K˜k(ω))(1− K˜∗k′(ω′))
(2.32)
Si la re´ponse est stationnaire en espace et en temps, la fonction de corre´lation ne de´pends
plus que de ∆r et ∆t, d’ou` :
〈ψ(r, t)ψ(r+∆r, t+∆t)〉 ≡ C(∆r,∆t) = lim
∆T→∞
1
L3∆T
∫ ∆T
−∆T
dt
∫
dr〈ψ(r, t)ψ(r+∆r, t+∆t)〉.
(2.33)
L’expression de la corre´lation s’en trouve modifie´e et devient :
〈ψ(r, t)ψ(r+∆r, t+∆t)〉 = 1
4pi2
∫
dωeiω∆t
∑
k,k′
e−ik·∆r〈ψk(ω)ψ∗k(ω)〉. (2.34)
A partir de l’e´quation (2.20), la statistique a` deux points de la re´ponse peut alors
s’exprimer en fonction de celle du potentiel exte´rieur :
C(∆r,∆t) =
∫
dω
∑
k
eiω∆t−ik·∆rM sk(∆t, ω,∆r)〈ψek(ω)ψe∗k (ω)〉 (2.35)
ou` l’ope´rateur de re´ponse stationnaire est donne´ par :
M sk(∆t, ω,∆r) =
|K˜k(ω)|2
|1− K˜k(ω)|2
(2.36)
L’e´quation (2.35) de´crit une propagation statistique, ou` la fonction de corre´lation a` deux
points de la re´ponse du halo cubique s’exprime en fonction de la statistique a` deux points
du potentiel exte´rieur.
2.1.2 Re´ponse line´aire d’un halo cubique “ouvert”
Terme source
L’objet de cette section est d’e´tendre la formulation pre´ce´dente a` l’injection de
matie`re dans le halo cubique. Celui-ci devient “ouvert”. Soit un terme source S(r,v, t)
de´crivant l’entre´e de particules au travers d’une paroi de´limitant les faces du cube. La
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mise en place de ce terme source s’effectue en conside´rant l’e´quation de Boltzmann sans
collision:
∂f
∂t
+ v · ∂f
∂r
− ∂ψ
∂r
∂f
∂v
= 0. (2.37)
Cette e´quation constitue une e´quation de continuite´ du flot de points dans l’espace des
phases. Ainsi si l’on de´finit la coordonne´ew = (r,v), l’e´quation de Boltzmann se re´e´crit :
∂f
∂t
+∇w · (fw˙) = 0, (2.38)
avec w˙ = (v,−∇ψ). Le premier terme de l’e´quation (2.38) apparaˆıt comme la variation
de la densite´ de points a` l’inte´rieur d’un certain volume de l’espace des phases tandis
que le deuxie`me terme repre´sente le flux de “particules” quittant ce volume. La prise en
compte d’une source se traduit donc par la prise en compte d’un terme supple´mentaire
dans cette e´quation :
∂f
∂t
+∇w · (fw˙) = S. (2.39)
A nouveau, la source de´crit l’injection de particules supple´mentaires dans le syste`me.
A ce titre, elle est de nature similaire au second terme de l’e´quation (2.38) et doit eˆtre
de´crite comme un flux de fonction de distribution exte´rieure fe(r,v, t) :
S = ∇w(few˙) = ∇r(fev) +∇v(fev˙). (2.40)
Le deuxie`me terme de l’e´quation (2.40) est a` relier a` un flux de particules au travers de
surfaces de l’espace des vitesses. Par essence, les moments successifs en vitesse du terme
source doivent aboutir a` des flux de masse (ρvr), flux de moment (ρvrv) et flux d’e´nergie
(ρvrvv). Le second terme de l’e´quation (2.40) ne contribue pas a` ces moments du fait
de l’absence de vitesses infinies dans la distribution fe et peut eˆtre ne´glige´. L’expression
du terme source peut alors se re´duire a` :
S = ∇r(fev). (2.41)
Enfin, compte tenu du caracte`re discontinu de fe a` la frontie`re du halo, le terme source
peut s’e´crire (voir par ex. Appel (2002)):
S = −δsurffe(r,v, t)v · n, (2.42)
ou` δsurf de´crit l’interface d’e´change entre le halo, et n la normale a` la surface (compte´e
positive vers l’exte´rieur).
Pour le halo cubique (situe´ entre x = 0 et x = L) soumis a` un flux entrant de matie`re
au travers de la face x = L, le terme source s’e´crit :
S = −δD(x− L)vxfe(r,v, t). (2.43)
Si le flux entrant se limite a` une seule particule, celui-ci peut eˆtre de´crit par la fonction
de distribution fep :
fep (r,v, t) = δD(r− rp(t))δD(v − vp(t)), (2.44)
et le terme source associe´ devient :
S = δD(r− rL)δD(v − vL)δD(t− tL), (2.45)
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ou tL de´signe l’instant de passage au travers de la paroi de coordonne´e x = L, avec
une vitesse vL et a` la position rL. Le passage de δD(x − L)vx → δD(t − tL) s’effectue
en conside´rant vx = x˙. Ceci traduit l’ide´e selon laquelle le flux cre´e par une particule
ponctuelle, δ(x− L)vx mesure´ au travers d’une surface est “infiniment” grand pendant
un laps de temps “infiniment” court.
Re´ponse et corre´lation
Le terme source e´tant de´fini, l’e´tape suivante consiste a` calculer la re´ponse induite
par ce nouveau type de perturbation. L’amplitude de cet apport de matie`re est suppose´
faible compare´ a` la masse du syste`me. L’e´quation de Boltzmann line´arise´e se trouve
modifie´e de la fac¸on suivante :
−iωf˜k + iv · kf˜k − ik · ∂F
∂v
(ψ˜k + ψ˜ek) = S˜k(v). (2.46)
En suivant la proce´dure de calcul de´crite pre´ce´demment, la re´ponse en potentiel du
syste`me, soumis a` la fois a` un champ de mare´e externe et au terme source, devient :
ψ˜k(ω) =
K˜k(ω)
1− K˜k(ω)
ψ˜ek(ω) +
1
1− K˜k(ω)
ψ˜sk(ω), (2.47)
ou` le potentiel ψs(r, t) associe´ a` la source a pour transforme´e de Fourier-Laplace :
ψ˜sk(ω) =
4ipiG
k2
∫
dv
S˜k(v, ω)
k · v − ω . (2.48)
L’introduction d’un nouveau terme a` l’e´quation de Boltzmann conduit a` une expression
modifie´e du terme 〈ψk(ω)ψ∗k(ω)〉, intervenant dans le calcul de la corre´lation a` deux
points de la re´ponse :
〈ψk(ω)ψ∗k(ω)〉 =
K˜2k(ω)
(1− K˜k(ω))2
〈ψek(ω)ψe∗k (ω)〉+
1
(1− K˜k(ω))2
〈ψsk(ω)ψs∗k (ω)〉
+ 2Re
[
K˜k(ω)
(1− K˜k(ω))2
〈ψek(ω)ψs∗k (ω)〉
]
. (2.49)
Pour un syste`me ouvert, la corre´lation a` deux points de la re´ponse fait intervenir les
auto-corre´lations du potentiel exte´rieur et du “potentiel source”, mais e´galement les
corre´lations croise´es entre ces deux composantes, via le dernier terme de l’e´quation (2.49).
Ce calcul met en lumie`re l’importance d’une description cohe´rente de l’environnement
qui implique de connaˆıtre le degre´ de corre´lation entre potentiel et source. Cette notion
de cohe´rence de la statistique des interactions sera discute´e en de´tail dans la description
sphe´rique.
Fonction de Green
A titre d’illustration, conside´rons une source compose´e d’une seule particule pe´ne´trant
le cube en r0, a` l’instant t0, avec une vitesse v0. Le terme source associe´ et sa transforme´e
de Laplace-Fourier sont donne´s par:
S(r,v, t) = δD(v − v0)δD(r− r0)δD(t− t0) (2.50)
S˜k(ω,v) = e−ik·r0eiωt0δD(v − v0) (2.51)
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Soit g(r, v, t) la fonction de Green du syste`me, de´finie par sa re´ponse au terme source
ponctuel et impulsionnel. La fonction de Green obe´it a` l’e´quation 2.46 :
−iωg˜k + iv · kg˜k − ik · ∂F
∂v
ψ˜k = e−ik·r0eiωt0δD(v − v0), (2.52)
qui peut eˆtre re´solue en e´tant combine´e a` l’e´quation 2.47, pour donner :
g˜k(ω,v) =
(
4ipiG
k2
k · ∂F/∂v
(k · v − ω)(k · v0 − ω)(1− K˜k(ω))
− iδD(v − v0)
k · v − ω
)
exp(i(ωt0−k·r0)).
(2.53)
La reprojection de l’e´quation 2.53 dans l’espace des positions et temps permet de re´e´crire
la fonction de green sous la forme :
g(r,v, t) =
∑
k
∫
dωeiω(t−t0)eik·(r−r0)Uk(v,v0, ω) (2.54)
ou` le propagateur Uk(v,v0, ω) est de´fini par :
Uk(v,v0, ω) ≡ 4ipiG
k2
k · ∂F/∂v
(k · v − ω)(k · v0 − ω)(1− K˜k(ω))
− iδD(v − v0)
k · v − ω . (2.55)
Le deuxie`me terme de´crit une propagation libre balistique de la particule au travers
du halo cubique. Le premier terme apparaˆıt du fait du traitement auto-consistant de la
re´ponse et traduit l’habillage de la particule induit par la re´ponse du halo. Connaissant la
fonction de Green du syste`me, la perturbation de la fonction de distribution du syste`me
a` t, v et r peut se de´duire de la perturbation a` t0, v0 et r0 :
f(r,v, t) =
∫ ∫ ∫
dt0dr0dv0g(r,v, t, r0,v0, t)f(r0,v0, t0). (2.56)
L’approche en terme de propagateur1 est formellement e´quivalente a` l’approche de´crite
pre´ce´demment, ou` potentiels exte´rieurs et termes sources sont de´crits se´pare´ment. En
revanche, la notion meˆme de conditions aux frontie`res disparaˆıt et cette description
ne´cessite de connaˆıtre a` priori les positions et vitesses de toutes les “particules”, qu’elles
soient proches ou lointaines et qu’elles soient susceptibles ou non d’eˆtre accre´te´es. En
d’autre termes, le “halo” devient une sous-re´gion d’un espace des phases “plus grand”.
Or, les informations requises sont inaccessibles dans les faits et finalement peu inte´ressantes
puisqu’il est clair que toutes les particules n’auront pas a` tous les instants le meˆme
degre´ de pertinence pour le devenir du halo. A l’inverse, la description source+potentiel
place le halo au coeur de l’e´tude en de´finissant clairement ses limites et re´duit, de fait,
l’information pertinente a` une connaissance des conditions aux bords.
2.1.3 Vers un mode`le de halo sphe´rique
L’objectif de cette section e´tait de fournir les cle´s de raisonnement et les me´thodes
lie´es au calcul de la re´ponse d’un milieu homoge`ne a` des perturbations du champ de
mare´e ou a` une injection de matie`re dans le syste`me. Cet objectif est atteint en re´solvant
simultane´ment les e´quations de Boltzmann et Poisson, via une projection sur une base
1a` ne pas confondre avec l’ope´ration de propagation statistique de´crite par ailleurs.
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de Fourier. L’e´volution temporelle de la re´ponse du syste`me est obtenue directement
par inte´gration des e´quations d’e´volution ou indirectement dans l’espace des fre´quences.
Ce formalisme permet de propager les fonctions de corre´lations des perturbations aux
corre´lations de la re´ponse, sans faire intervenir les re´alisations individuelles des pertur-
bations.
L’ensemble de ces re´sultats peuvent eˆtre transpose´s qualitativement au cas du halo
sphe´rique. En particulier, les proprie´te´s de propagation des statistiques restent glob-
alement inchange´es. Le traitement du cas cubique se trouve grandement simplifie´ par
l’utilisation d’une meˆme base (la base de Fourier) “diagonalisant” les e´quations de Boltz-
mann et de Poisson. Cette proprie´te´ n’est plus valable dans le cas sphe´rique. L’e´quation
de Poisson y est certes toujours projete´e dans l’espace des positions, via les harmoniques
sphe´riques et une base radiale approprie´e. En revanche, l’e´quation de Boltzmann ne peut
eˆtre line´arise´e que dans une repre´sentation en Angles-Actions, ne´cessitant des transfor-
mations permettant de passer d’un jeu de variables a` l’autre. Bien que l’approche de ces
deux types de halos reste formellement la meˆme, cette diffe´rence dans la description de
l’espace des phases enle`ve au cas sphe´rique une part de sa simplicite´ et du coˆte´ intuitif
qui faisait l’attrait du mode`le simple mais non re´aliste du halo cubique.
2.2 Re´ponse line´aire du halo sphe´rique “ferme´”
Cette partie pre´sente un re´sume´ de l’approche de´veloppe´e, entre autres, dans Tremaine
& Weinberg (1984) ainsi que dans Murali (1999) et n’est pas pre´sente´e en de´tail dans
l’article ci-joint. On se place d’emble´e dans le re´gime des faibles perturbations, ou` la
masse associe´e aux perturbations est faible devant celle du syste`me. La re´ponse du
syste`me est de´crite par le de´part f(r,v, t) de la fonction de distribution a` la fonction de
distribution a` l’e´quilibre, F (r,v). Dans ce chapitre, les halos mode´lise´s sont sphe´riques
et posse`dent une distribution de vitesse isotrope. Ce choix n’est en aucun cas une obli-
gation (l’article ci-joint ne pre´cisant pas a` priori la forme de la fonction de distribution
a` l’e´quilibre) et la de´marche peut eˆtre e´tendu a` tout syste`me stable. L’e´tat d’e´quilibre
d’un syste`me isotrope est de´crit par une fonction de distribution ne de´pendant que de
l’e´nergie F (E). De tels syste`mes sont stables sous l’influence de n’importe quel type de
perturbations pour peu que dF/dE < 0 (Antonov (1960), Binney & Tremaine (1987)).
L’obtention de la re´ponse du halo s’effectue en re´solvant l’e´quation de Boltzmann non
collisionnelle de´crivant l’e´volution de f sous l’action du potentiel perturbateur ψe(r, t).
Pour un syste`me sphe´rique, cette re´solution se trouve simplifie´e en adoptant le jeu de vari-
ables canoniques des angles-actions (par ex. Kalnajs (1971), Kalnajs (1976a), Kalnajs
(1976b), Kalnajs (1977b)), de´crit ci-apre`s. De plus, la solution f doit e´galement satis-
faire l’e´quation de champ la reliant au potentiel, l’e´quation de Poisson. Cette condition
est automatiquement remplie en de´veloppant les couples densite´-potentiel sur une base
biorthogonale. La re´solution de ces e´quations couple´es conduit a` une relation de type
modale permettant de de´duire l’e´volution d’un halo a` une perturbation exte´rieure arbi-
traire.
2.2.1 Variables angle-action
Les actions I constituent trois invariants du mouvement, l’action radiale I1 = Ir =
(2pi)−1
∫
vrdr, le moment orbital I2 = L et l’une de ses composantes I3 = Lz (cf.
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par exemple Tremaine & Weinberg (1984)). Ces trois actions caracte´risent les orbites
existantes dans le potentiel cre´e´ par le mode`le du halo. Pour un jeu d’actions donne´,
la ‘position’ dans l’espace des phases d’une particule test est donne´e par ses angles w.
Les angles de´crivent la phase des trois mouvement pe´riodiques qui composent une orbite
et sont par conse´quents des variables multi-pe´riodiques. Le premier angle w1 (associe´ a`
Ir) de´crit la phase radiale de l’orbite d’une particule test. Par convention, le pe´ricentre
e´quivaut a` w1 = 0 tandis que l’apocentre est associe´ a` w1 = pi. Le second angle w2 de´crit
le mouvement azimutal moyen d’une particule dans le plan orbital. Si Ψ de´finit l’azimuth
instantane´ d’une particule dans ce meˆme plan, alors la variation de cet angle durant une
pe´riode radiale est e´gale a` la variation de w2, i.e. ∆Ψ = ∆w2. Le dernier angle w3 de´finit
l’azimuth du noeud ascendant de l’orbite dans le syste`me de re´fe´rence global; cet angle
de´crit la pre´cession du plan de l’orbite au cours du temps. Il est a` noter que dans un
syste`me sphe´rique, une telle pre´cession n’existe pas et par conse´quent, w3 reste constant.
Les angles et actions constituent un jeu de variables canoniques et sont relie´es via les
e´quations de Hamilton (cf. par exemple Goldstein (1950), Landau & Lifshitz (1969)):
∂H0
∂I
= w˙ ≡ ω, (2.57)
∂H0
∂w
= I˙ = 0, (2.58)
ou` H0(I) est le hamiltonien du syste`me non perturbe´ et ou` l’e´quation (2.58) de´coule de
l’invariance des actions au cours du mouvement. Ainsi l’e´volution temporelle des trois
angles est de´crite par w1,2,3(t) = Ω× t+ w1,2,3(0).
Dans ce syste`me de variables, une particule test parcourt l’espace des phases de fac¸on
pe´riodique en angles, au cours de son orbite. Ainsi, le long d’une orbite de´finie par I,
toute quantite´ Q(I,w, t) peut s’e´crire :
Q(I,w, t) =
∑
k
Qk(I, t)eik·w (2.59)
De fac¸on analogue au cas cubique, la de´composition de Fourier dans ces variables permet
de re´soudre l’e´quation de Boltzmann mode a` mode. La principale difficulte´ re´side dans le
fait que le jeu de variable angle-action ne permet pas de line´ariser l’e´quation de Poisson,
conse´quence de la non uniformite´ du milieu. Cet obstacle est contourne´ par l’utilisation
d’une base biorthogonale satisfaisant a priori l’e´quation de champ. L’ensemble de ces
e´tapes est expose´ de fac¸on de´taille´e dans la partie suivante.
2.2.2 Calcul de la re´ponse
Le halo est mode´lise´ par un syste`me sphe´rique non collisionnel et est de´crit par une
fonction de distribution a` l’e´quilibre ne de´pendant que des actions, F (I). L’e´volution
de la fonction de distribution F(I,w, t) = F (I) + f(I,w, t) du halo est gouverne´e par
l’e´quation de Boltzmann non-collisionnelle :
∂F
∂t
+ [H,F ] = 0, (2.60)
ou` [·] repre´sentent les crochets de Poisson et ou` H = H0(I)+ψ(I,w, t)+ψe(I,w, t) est le
hamiltonien du halo perturbe´ par un potentiel ψe, H0 e´tant le hamiltonien a` l’e´quilibre
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et ψ la re´ponse en potentiel du syste`me. L’e´volution de la re´ponse f(I,w, t) est donne´e
par l’e´quation de Boltzmann line´arise´e:
∂f
∂t
+
∂H0
∂I
∂f
∂w
− ∂F
∂I
· ( ∂ψ
∂w
+
∂ψe
∂w
) = 0 (2.61)
L’e´quation de champ est quant a` elle donne´e par l’e´quation de Poisson :
4ψ = 4piG
∫
d3vf˜ . (2.62)
L’utilisation des variables angles-actions implique que les quantite´s f(I,w, t), ψ(I,w, t)
et ψe(I,w, t) sont des quantite´s pe´riodiques en angles. Ceci autorise une description en
se´rie de Fourier :
f(I,w, t) =
∑
k
fk(I, t)eik·w, (2.63)
ψ(I,w, t) =
∑
k
ψk(I, t)eik·w, (2.64)
ψe(I,w, t) =
∑
k
ψek(I, t)e
ik·w, (2.65)
ou`, par exemple :
ψk(I, t) =
1
2pi3
∫
dwψ(r,v, t)e−ikw. (2.66)
L’e´quation de Boltzmann devient :
∂fk
∂t
+ ik · ωfk = ik · ∂F
∂I
(ψk(I, t) + ψek(I, t)). (2.67)
Dans le cas d’une fonction de distribution a` l’e´quilibre isotrope, F = F (E) et ∂F/∂I =
(∂F/∂E)(∂H0/∂I) = ω∂F/∂E, d’ou` la solution de (2.67) :
fk(I, t) = ik · ω∂F
∂E
∫ t
−∞
dτ(ψk(I, τ) + ψek(I, τ)) exp(ık · ω(τ − t)). (2.68)
La re´ponse en densite´ d’un syste`me soumis a` un potentiel exte´rieur en de´coule:
ρ(r, t) =
∑
k
exp(ik ·w)
∫
dvfk, (2.69)
=
∫
dv
∫ t
−∞
dτ
∑
k
e(ik·w)ik · ω∂F
∂E
(ψk(I, τ) + ψek(I, τ))e
ık·ω(τ−t) (2.70)
On rappelle que le potentiel est relie´ a` la densite´ via l’e´quation de Poisson, dont la base
naturelle de diagonalisation est la base de Fourier dans l’espace des positions , et non
dans l’espace des angles. Pour contourner cette difficulte´, le couple densite´-potentiel de
la re´ponse est projete´ sur une base dite biorthonormale :
ρ(r, t) =
∑
[n]
an(t)ρ[n](r), (2.71)
ψ(r, t) =
∑
[n]
an(t)ψ[n](r). (2.72)
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Cette base satisfait automatiquement l’e´quation de Poisson :
∆ψ[n](r) = 4piGρ[n](r), (2.73)
et re´pond a` la condition d’orthogonalite´ :∫
drψ[n]∗(r)ρ[n
′](r) = δnn′ . (2.74)
L’application de cette relation d’orthogonalite´ a` l’e´quation (2.70) conduit a` la relation
entre la projection de la re´ponse en densite´ et la projection du champ de mare´e exte´rieur :
ap(t) =
∫
dvdr
∫ t
−∞
dτ
∑
n,k,k′
e(i(k−k
′)·w)ik ·ω∂F
∂E
ψ
[p]∗
k′ (I)ψ
[n]
k (I)(an(τ)+bn(τ))e
ık·ω(τ−t),
(2.75)
en arguant du fait que ψ[p](r) =
∑
k′ exp(ik
′ · w)ψ[p]k′ (I). Les variables angles actions
constituent un jeu de variables canoniques au meˆme titre que les positions vitesses, d’ou`
l’e´galite´ des deux e´le´ments diffe´rentiels dIdw = dvdr. L’inte´gration sur les angles w
conduit a` la solution des coefficients ap(t) :
ap(t) =
∑
n
∫ t
−∞
dτKpn(τ − t)(an(τ) + bn(τ)), (2.76)
ou` le noyau K est de´fini par (Murali (1999), Seguin & Dupraz (1994)):
Kpn(t) = (2pi)3
∑
k
∫
dIik · ωdF
dE
ψ
[p]∗
k (I)ψ
[n]
k (I)e
(ık·ωt). (2.77)
On remarquera que le noyau K ne de´pend que de la fonction de distribution a`
l’e´quilibre. En d’autre termes, pour un mode`le donne´, le noyau est calcule´ une seule fois,
quel que soit le type de perturbation auquel le syste`me est soumis. De fait, l’essentiel
de l’imple´mentation consiste a` calculer de fac¸on pre´cise ce noyau. Ainsi, le calcul des
angles-actions et des transforme´es en angles ψ[n]k (I) de la base biorthogonale constituent
des e´tapes particulie`rement de´licates. Ces difficulte´s d’imple´mentations sont mises de
coˆte´s dans un premier temps et les diffe´rentes e´tapes de l’e´valuation nume´rique sont
de´crites dans le chapitre 4.
2.3 Re´ponse line´aire du halo sphe´rique “ouvert”
Terme source
L’objet de cette section est d’e´tendre la formulation pre´ce´dente a` l’injection de
matie`re dans le halo. Celui-ci devient “ouvert”. Le raisonnement reste analogue a`
celui de´veloppe´ pour le cas cubique et l’extension au halo ouvert re´sulte en l’ajout d’un
terme source au second membre de l’e´quation de Boltzmann line´arise´e :
∂fk(I, t)
∂t
+ ık · ωfk(I, t) = ık · dFdI ∆Hk(I, t) + s
e
k(I, t). (2.78)
L’interface d’e´change entre le halo et le milieu exte´rieur doit eˆtre de´finie. Dans
cette the`se, cette interface d’e´change est definie par la sphe`re de Viriel du halo, de rayon
48 Re´ponse line´aire et non line´aire du halo
r = R200. Ce choix repose sur des arguments raisonnables mais non univoques et le choix
du rayon de mesure rele`ve a` priori d’un certain arbitraire, discute´s dans le chapitre 8.
Compte tenu de ce choix d’interface d’e´change, la source est de´crite par:
−se(r,v, t) = δ(r −R200)vrfe(r,v, t). (2.79)
Si le flux entrant se limite a` une seule particule, celui-ci peut eˆtre de´crit par la source:
S = δ(r− r200)δ(v − v200)δ(t− t200), (2.80)
ou t200 de´signe l’instant de passage au travers le rayon de Viriel r = R200, avec une
vitesse v200 et a` la position r200. Le passage de δD(r−R200)vr → δD(t− t200) s’effectue
en conside´rant vr = r˙.
Calcul de la re´ponse
Les re´ponses en potentiel et en densite´ sont projete´es sur une base biorthogonale
(e´quation 8 de l’article ci-joint) :
ψ(r, t) =
∑
n
an(t)ψ[n](r), (2.81)
ρ(r, t) =
∑
n
an(t)ρ[n](r), (2.82)
qui n’ont pas besoin d’eˆtre explicite´e pour le suivi du raisonnement. D’autre part, la
source peut eˆtre projete´e sur une base de fonction de´crivant l’espace des phases complets :
se(r,v, t) =
∑
n
cn(t)φ[n](r,v). (2.83)
L’inte´reˆt d’une telle de´composition est qu’elle permet de de´coupler totalement l’e´volution
temporelle de la source de sa de´pendance dans l’espace des phases. De fait le caracte`re
spe´cifique d’une source ne de´pend que de ses coefficients. Ce de´couplage ne´cessite en
revanche une base de projection qui de´crive a` la fois les positions et les vitesses. Une
telle base est sugge´re´e dans la partie relative aux mesures dans les simulations.
Le solution an(t) de la re´ponse en densite´ est obtenu en suivant le meˆme raisonnement
que celui de´veloppe´ pour le cas du halo isole´ (e´quation 17 de l’article ci-joint) :
a(t) =
∫ t
−∞
dτ {K(τ − t) · [a(τ) + b(τ)] +Q(τ − t) · c(τ)} , (2.84)
les noyaux ayant pour de´finitions (e´quations 14 et 15 de l’article) :
Kp,n(τ) =
∑
k
∫
dI exp(ık · ωτ)ık · dF
dI
ψ
[p]∗
k (I)ψ
[n]
k (I), (2.85)
Qp,n(τ) =
∑
k
∫
dI exp(ık · ωτ)σ[n]ek (I)ψ[p]∗k (I). (2.86)
Sans surprises, l’introduction d’un terme source entraˆıne l’apparition d’un nouveau
noyau, de´crivant la propagation des particules accre´te´es dans le potentiel a` l’e´quilibre
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du halo. Ce noyau Qp,n(τ) de´pend de la base de projection de la source σ
[n]e
k (I), de´finie
telle que :
σ
[n]e
k (I) ≡
1
(2pi)3
∫
d3w exp(−ık ·w)φ[n](r,v), (2.87)
sek(I, τ) =
∑
n
cn(τ)σ
[n]e
k (I), (2.88)
ou`, compte tenu du jeu particulier de variables canoniques utilise´, la base de projection
de la source doit eˆtre exprime´e en termes d’angles et d’actions. En particulier, il faut
remarquer que la base de la source ne fait intervenir que certaines orbites puisque :
σ
[n]e
k (I) =
1
(2pi)3
∫
d3w exp(−ık ·w)δD(r(I, w1)−R200)φ[n]′(r,v), (2.89)
ou` δ(r(I, w1)−R200)φ[n]′(r,v) = φ[n](r,v). Il existe clairement toute une classe d’orbites
(de´finies par I) qui ne passent jamais au travers de la sphe`re de Viriel. En d’autres
termes, la couverture en termes d’actions et d’angles de la base σ[n]ek (I) pourra ne pas eˆtre
optimale, en e´chantillonnant par exemple des re´gions de l’espace des phases ne contenant
pas d’orbites croisant le rayon de Viriel. Cet effet est discute´ ci-apre`s. Auparavant, la
singularite´ en ce rayon peut eˆtre re´exprime´e en termes de phases radiales (cf. e´quation
25 de l’article ci-joint) :
δ(r(I, w1)−R200)→ δ(w1 − w˜r(I, R200))
∣∣∣∣ 1∂w1/∂r
∣∣∣∣ = δD(w1 − w˜r(I, R200)) ω1|vr| , (2.90)
ou` w˜r de´signe la phase correspondant a` l’intersection d’une orbite de´finie par I avec R200
et dont la valeur de´pend e´galement du rayon de mesure. Le terme source peut alors eˆtre
re´e´crit directement dans l’espace des angles actions sous la forme :
se(I,w, t) = δD(w1 − w˜r(I, R200))fe(I,w, t). (2.91)
Cette description n’a pas e´te´ exploite´e plus avant durant cette the`se mais me´rite
ne´anmoins d’eˆtre discute´e pour ses implications dans le choix du type de projection.
L’expression du terme source en termes de positions-vitesses (r,v) sur la sphe`re proce`de
du fait qu’elle constitue a` priori la description la plus intuitive et la plus simple. En
particulier, si le terme source doit eˆtre issu de simulations, d’observations ou meˆme eˆtre
fournie ad hoc, c’est dans ce jeu de variable que se sera de´crit. Une projection sur
une base φ(r,v) est naturelle et fut d’ailleurs retenue par la suite lors de la phase de
mesure. Or, il apparaˆıt clairement que la reprojection de la base φ(r,v) peut poser
proble`me, compte tenu par exemple du nombre discret de phases radiales qui passent
au travers du rayon de Viriel. En d’autres termes, la couverture en angles-actions de la
base φ(r,v) n’est pas a` priori optimise´e pour le sous-ensemble a` R200 de l’espace (I,w)
qui est pertinent.
L’autre option consistant a` de´crire directement la source dans l’espace (I,w) a` R200
(tel que sugge´re´ par la relation (2.91)) permet une projection directe sur une e´ventuelle
base φ˜(I, w2, w3). Cette approche n’est toutefois pas sans inconve´nients, surtout a`
ce stade du de´veloppement du formalisme. Cette description “directe” ne´cessite de
connaˆıtre les inte´grales du mouvement et les phases associe´es du mate´riau accre´te´, ce
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qui implique de connaˆıtre la trajectoire de chaque particule dans le potentiel non per-
turbe´. En plus de ne´cessiter un pre´-traitement (calcul des orbites), ceci implique de faire
un choix a` priori du mode`le de halo a` l’e´quilibre et ceci de`s la mesure de ce terme source.
Un changement de mode`le implique un retraitement des mesures a` proprement dit du
terme source. Dans un traitement plus classique dans l’espace des positions-vitesses, un
changement de mode`le implique seulement une modification de la base. Compte tenu
de l’aspect encore exploratoire des travaux de cette the`se, aucun a` priori n’est fait sur le
mode`le de halo a` utiliser. De fait une projection de se sur une base φ(r,v), s’est ave´re´e
plus raisonnable a` ce stade.
Corre´lation a` deux points de la re´ponse
La fonction de corre´lation a` deux points de la re´ponse line´aire est de´crite par l’e´quation
30 de l’article ci-joint et de´montre notamment que celle-ci est une fonction simple de la
corre´lation des coefficients de sa projection :〈
ρ(r,Ω+∆Ω, t+∆t)ρ(r′,Ω, t)
〉 ∼ 〈an`m(t)a∗n′`′m′(t+∆t)〉. (2.92)
La connaissance de cette fonction de corre´lation donne acce`s aux e´chelles typiques de
la re´ponse du halo. Ainsi, la corre´lation donne acce`s a` la taille typique des fluctuations
via les quantite´s de type 〈ρ(r,Ω +∆Ω, t)ρ(r′,Ω, t)〉. De meˆme les corre´lations de type
〈ρ(r,Ω, t)ρ(r,Ω, t+∆t)〉 donnent acce`s au temps de cohe´rence de la re´ponse en un point
donne´, lie´e notamment a` l’efficacite´ des phe´nome`nes dissipatifs. Le calcul de la re´ponse
(cf. e´quation (2.84)) permet de pre´dire la propagation des proprie´te´s statistiques de la
source et du potentiel aux corre´lations de la re´ponse (e´quation 28 de l’article ci-joint):〈
aˆ · aˆ∗>
〉
=
〈 [
Kˆ′ · bˆ+ Qˆ′ · cˆ
]
· (Iˆ− Kˆ′)−1 · (Iˆ− Kˆ′)−1∗> ·
[
Kˆ′ · bˆ+ Qˆ′ · cˆ
]>∗ 〉
. (2.93)
Pour peu que les interactions auxquels sont soumis les halos soient bien connues, les
e´chelles caracte´ristiques de leurs re´ponses peuvent eˆtre pre´dites, sans avoir recours aux
re´alisations individuelles d’environnements.
Il convient de pre´ciser a` quoi correspond “une bonne connaissance” de l’environnement.
Pour un syste`me ouvert, la corre´lation a` deux points de la re´ponse fait intervenir les
auto-corre´lations du potentiel exte´rieur et du “potentiel source”, mais e´galement les
corre´lations croise´es entre ces deux composantes. Ainsi, la corre´lation a` deux points de
la re´ponse implique la connaissance des auto-corre´lations du potentiel (via 〈 bˆ · bˆ∗>〉)
et de la source (via 〈 cˆ · cˆ∗>〉) mais aussi des corre´lations croise´es entre la source et
le potentiel, par le biais des quantite´s 〈 bˆ · cˆ∗>〉. Ces corre´lations croise´es traduisent
l’interde´pendance des deux quantite´s. Par exemple, la re´ponse induite par un satellite
entrant dans le halo peut eˆtre calcule´e en utilisant le second terme de l’e´quation 2.47.
Ne´anmoins, l’arrive´e d’un tel objet se manifestera d’abord par un champ de mare´e,
d’ou` une ne´cessaire cohe´rence entre l’e´volution temporelle de ψe et celle de la source.
De plus, au moment pre´cis de son passage au travers de l’interface exte´rieur/inte´rieur,
le satellite se manifestera a` la fois via le terme source et via le champ de mare´e qui
sont ne´cessairement fortement corre´le´s. L’ine´vitable interde´pendance du potentiel et
de la source implique qu’une description re´duite au auto-corre´lations est insuffisante.
C’est la connaissance des proprie´te´s statistiques de ces interactions qui doit permettre
la pre´diction des e´chelles typiques des halos en interaction avec leur environnement.
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Discussion de l’approche “source”
La double description de l’environnement (champ de mare´e + accre´tion) n’est en
aucun cas une obligation pour de´crire la re´ponse line´aire du syste`me. Ainsi, il n’est
tenu compte a` aucun instant d’une quelconque re´troaction de la re´ponse du halo sur les
particules entrantes. Par conse´quent, le fait qu’une particule soit interne ou externe au
halo n’influe en rien le calcul de la re´ponse. Il de´ja` e´te´ fait mention d’une description
en terme de propagateurs (voir les chapitres 2.1.2 pour le cas cubique et l’annexe A de
l’article ci-joint pour le cas sphe´rique) qui requiert de connaˆıtre la fonction de distribution
du halo et de son environnement. L’addition d’un terme source peut eˆtre autrement
e´vite´e, pour peu que le champ de mare´e perturbateur contienne les contributions des
particules qui sont entre´es dans le halo. Les particules accre´te´es n’interviennent plus
que par le terme ψe de l’e´quation de Boltzmann (voir l’e´quation (2.78)). Ce type de
description ne´cessite ne´anmoins de connaˆıtre a` chaque instant les positions-vitesses de
la matie`re entrante et donc de re´soudre a` priori les trajectoires de particules entrant
dans le halo non perturbe´. Cette contrainte n’est pas souhaitable puisqu’elle impose de
connaˆıtre le mode`le a` l’e´quilibre du halo et ceci de`s la de´finition du terme source. De plus,
la me´thode “source” de´crit naturellement le processus de me´lange des phases a` partir
de la seule connaissance de la fonction de distribution de la matie`re au rayon de Viriel.
La me´thode “potentielle” ne´cessite un calcul des trajectoires, particules par particules,
pour pouvoir de´crire correctement ce processus, avant meˆme de pouvoir de´terminer
la re´ponse du halo et tout en augmentant la quantite´ d’informations a` posse´der sur
l’accre´tion (puisqu’il faut son e´volution temporelle). Pour ces premie`res raisons, cette
description dichotomique (champ de mare´e + accre´tion) a e´te´ retenue. De plus, il est
montre´ dans le chapitre suivant que la description “potentielle” ne peut eˆtre conserve´e
pour une approche non line´aire, de´signant de fait la description “source” comme e´tant
celle la plus a` meˆme de de´crire correctement la dynamique du halo ouvert.
Re´sume´
Les calculs pre´ce´dents supposent un re´gime de perturbations de faibles amplitudes
permettant la line´arisation des e´quations de champs et d’e´volution (cf. les e´quations (8.2)
et (2.62)). L’introduction d’un terme de source permet l’extension de ce formalisme
au cas des syste`mes ouverts (cf. l’e´quation (2.39)). Au final, la re´ponse d’un halo
est de´duite a` partir de deux entre´es, le champ de mare´e et l’accre´tion, sur lesquelles
ope`rent deux ope´rateurs diffe´rents (cf. l’e´quation (2.84)). Outre sa simplicite´, l’approche
line´aire permet une propagation directe des fonctions de corre´lations des perturbations
aux corre´lations de la re´ponse (e´quation (2.93)).
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De la ne´cessite´ d’un calcul non-line´aire
L’absence de re´troaction implique que la trajectoire de la matie`re accre´te´e reste celle
qu’elle aurait eu dans le halo a` l’e´quilibre. En particulier, toute matie`re entrante doit
ressortir par simple conservation de l’e´nergie et du moment. Plus ge´ne´ralement, une
perturbation entrante est en mesure d’orbiter au travers du halo sans eˆtre aucunement
perturbe´e. Une telle situation n’est bien suˆr pas re´aliste : par exemple, un satellite verra
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sa trajectoire modifie´e sous l’effet des forces de friction dynamique. D’un point de vue
du calcul de la re´ponse, l’absence de friction implique une excitation re´currente du halo
sous-jacent et peut conduire a` de fortes re´ponse du halo pour peu qu’une excitation mette
en jeu des re´sonances “critiques”. Ceci conduit naturellement a` conside´rer les effets non
line´aires qui entrent en jeu dans le calcul de la re´ponse du halo. De plus, un halo excite´
par des fluctuations du champ de mare´e tend a` de´velopper des “modes” amortis, du fait
du caracte`re stable du mode`le a` l’e´quilibre. Ne´anmoins, certains de ces modes s’ave`rent
n’eˆtre que faiblement amortis et un halo soumis a` un champ perturbateur peut “osciller”
durant de longues pe´riodes avant la re´ponse ne soit comple`tement dissipe´e. La prise en
compte d’effets non line´aires doit e´galement pouvoir influer sur ce phe´nome`ne, dans un
souci de description cohe´rente de la dynamique interne du halo. Enfin, le re´gime line´aire
ne re´sout pas la gravite´ propre de la matie`re entrante et par conse´quent ne permet pas
d’aborder correctement les interactions entre objets et l’effeuillage des structures par
effets de mare´e.
Il faut noter que sous l’influence des couplages non-line´aires, les trajectoires sont
modifie´es, ne´cessitant de fait un traitement de type source, ou` la dynamique est re´solue
de fac¸on cohe´rente a` partir des conditions initiales. Une description purement potentielle
ne´cessiterait de connaˆıtre a` priori les trajectoires perturbe´es, chose impossible compte
tenus des couplages qui apparaissent dans ce re´gime. Ceci justifie, a` posteriori cette fois,
cette description se´pare´e des perturbations externes et internes.
Calcul perturbatif
Le proble`me non line´aire est aborde´ via une description perturbative. Dans cette
approche, la re´ponse du syste`me a` un jeu de perturbations s’e´crit sous la forme d’une
somme de “corrections” a` l’ordre line´aire et d’amplitudes de plus en plus faibles:
F(r,v, t) = F (v) + ²f (1)(r,v, t) + ²2f (2)(r,v, t) + . . .+ ²nf (n)(r,v, t),
=
∑
n
²nf (n)(r,v, t). (2.94)
L’utilisation d’une telle me´thode sugge`re que la se´rie de´crite par l’e´quation (2.94)
converge avec la prise en compte d’ordres de plus en plus e´leve´s. Cette proprie´te´ n’est
pas garantie a` priori. En toute ge´ne´ralite´, un syste`me est susceptible de de´velopper
des instabilite´s qui rendent caduque l’applicabilite´ de la me´thode line´aire et a` fortiori
l’approche perturbative non-line´aire. Pour cette raison, les proprie´te´s de stabilite´ et de
faibles non line´arite´s seront suppose´es par la suite. Dans les sections suivantes, les calculs
seront effectue´s dans l’espace des fre´quences ω (apre`s transformation de Laplace) mais
peuvent eˆtre conduits de fac¸on e´quivalente dans l’espace temporel (comme c’est le cas
dans l’article ci-joint pour le cas sphe´rique).
Le de´veloppement perturbatif a` l’ordre (n) est injecte´ dans l’e´quation de Boltzmann
et l’e´quation de Poisson. En particulier l’e´quation de Boltzmann de la solution a` l’ordre
(n) (e´quation 33 de l’article ci-joint) est donne´e par:
∂f
(n)
k
∂t
+ ık · ωf (n)k =
(
∂F
∂I
· ık[ψ(n)k + δ1nψek]−
n−1∑
k=1
{H(k), f (n−k)}k + δ1nsek
)
.
Le champ de mare´e externe et le terme source sont conside´re´s d’ordre (1) uniquement.
Le syste`me d’e´quation est re´solu ordre perturbatif par ordre perturbatif de fac¸on ana-
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logue au cas line´aire. Le caracte`re hie´rarchique des e´quations a` l’ordre (n) apparaˆıt
explicitement via les crochets de Poisson en {H(k), f (n−k)}, faisant intervenir les solu-
tions d’ordres infe´rieurs. Les re´ponses en potentiel et densite´ a` l’ordre (n) sont a` nouveau
projete´es sur la base biorthogonale :
ψ
(n)
k (I, t) =
∑
p
a
(n)
p (t)ψ
[p]
k (I), (2.95)
ρ
(n)
k (I, t) =
∑
p
a
(n)
p (t)ρ
[p]
k (I). (2.96)
La solution reliant a(n)p a` ψek, s
e
k et les ordres infe´rieurs de la re´ponse est obtenue en
rappelant que ρ(n)k =
∫
dvf (n)k et utilisant les proprie´te´s de biorthogonalite´ de la base
de potentiel. En particulier la solution au second ordre est donne´e par l’e´quation 42 de
l’article ci-joint, qui peut eˆtre formellement e´crite comme2 :
a
(2)
p (t) =
∑
q1
∫ t
−∞
dτ1(K1)p,q1(τ1 − t)a(2)q1 (τ1) +
∑
q1,q2
∫ t
−∞
dτ1
∫ τ1
−∞
dτ2(K2)p,q1,q2(τ1 − t, τ2 − τ1)(a(1)q1 (τ1) + bq1(τ1))(a(1)q2 (τ2) + bq2(τ2)) +
∑
q1,q2
∫ t
−∞
dτ1
∫ τ1
−∞
dτ2(Q2)p,q1,q2(τ1 − t, τ2 − τ1)(a(1)q1 (τ1) + bq1(τ1))cq2(τ2). (2.97)
Comme attendu, cette solution fait intervenir tous les couplages d’ordre (2) : la premie`re
inte´grale rend compte de l’auto-gravite´ de la re´ponse au deuxie`me ordre, la deuxie`me
inte´grale rend compte du couplage entre les deux composantes “potentielles d’ordre (1)
et la dernie`re rend compte du couplage entre la re´ponse du halo et la source, tous deux
d’ordre (1). Ces couplages sont module´ par des ope´rateurs a` “2 termes”, K2 et Q2, qui
ne sont fonction que de la fonction de distribution a` l’e´quilibre et des bases de´crivant la
source et la re´ponse (cf. e´quation 40 de l’article ci-joint).
Il faut noter que l’e´quation (2.97) fait intervenir des inte´grales ordonne´es dans le
temps de type :∫ t
−∞
∫ τ1
−∞
dτ1dτ2K2(τ1 − t, τ2 − τ1)(a(τ1) + b(τ1))(a(τ2) + b(τ2)). (2.98)
Qualitativement, ces inte´grales ordonne´es traduisent qu’un “e´ve`nement” (une fluctuation
de potentiel par exemple) a` l’instant τ1 va eˆtre couple´ a` l’e´tat du halo a` ce meˆme instant
sachant ce dernier a e´volue´ pendant ce temps (au cours de τ2). D’ou` l’importance des
phases relatives et le respect des contraintes de causalite´, tel que le refle`te le noyau qui
n’est fonction que de ces dernie`res : c’est l’e´cart temporel entre deux e´ve`nements qui
est de´terminant pour leur couplage non-line´aire, en particulier dans des syste`mes pour
lesquels les re´sonances jouent un roˆle crucial, comme celui e´tudie´ ici.
Le calcul non line´aire est e´galement mene´ jusqu’a` l’ordre (n) dans l’annexe D de
l’article ci-joint et celui fait naturellement intervenir un nombre de couplages de plus en
2on notera que dans l’e´quation (2.97), les termes q repre´sentent un nombre d’indices diffe´rents selon
qu’ils sont attribue´s aux coefficients b (de´crivant une quantite´ spatiale) ou c (de´crivant une quantite´
dans l’espace des phases).
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Figure 2.3: Repre´sentation sche´matique du calcul de la re´ponse au troisie`me et qua-
trie`me ordre. Les boucles repre´sentent la calcul auto-gravitant. Les autres
diagrammes sont a` double entre´e, traduisant les couplages avec et sans le
terme source. Les accolades repre´sentent l’ensemble des permutations possi-
bles des termes, traduisant la non commutativite´ des couplages.
plus important entre les diffe´rents ordres de la re´ponse. Ces couplages sont “module´s”
par des ope´rateurs de type Kn et Qn, dont la forme ge´ne´rique reste conforme a` cer-
taines syme´tries, impliquant que leur expression peut eˆtre pre´dite a` n’importe quel ordre.
L’article ci-joint pre´sente une diagrammatique qui synthe´tise ces syme´tries et permet de
rendre compte aise´ment des types de couplages qui sont a` l’oeuvre dans un calcul a` un
ordre arbitraire (figures 3, 4 et D1 de l’article ci-joint et la figure 2.3).
Effets non-line´aires
La description non line´aire de la dynamique du halo doit pouvoir de´crire toute
une se´rie d’effets inaccessibles au calcul line´aire, dans lequel les trajectoires rentrantes
restaient non perturbe´es. Le calcul aux ordres supe´rieurs prend en compte explicitement
la re´troaction de la re´ponse sur “elle-meˆme” et la matie`re entrante n’est, de fait, plus
e´trange`re au milieu dans lequel elle se propage.
La friction dynamique est par essence la conse´quence d’une re´troaction du milieu sur
la perturbation. La pre´sence de termes de couplages entre re´ponse et perturbation dans
l’e´quation (2.97) sugge`re que l’approche perturbative permet de rendre compte de cet
effet. Cette hypothe`se n’a toutefois pas e´te´ verifie´e quantitativement a` ce stade. Par
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ailleurs, il n’est pas clair que l’ordre (2) soit suffisant pour de´crire de manie`re satisfaisante
la friction, bien qu’il soit d’usage de s’arreˆter au premier ordre perturbatif non nul.
De plus, la gravite´ propre des objets entrants est prise en compte dans l’approche
non line´aire, au meˆme titre que la gravite´ propre de la re´ponse e´tait de´ja` prise en compte
dans le re´gime line´aire. Par conse´quent, le me´lange de phases (qui intervient meˆme en
l’absence d’auto-gravite´) va se trouver en compe´tition avec la tendance des objets a`
rester cohe´rents sous leur propre gravite´. De la meˆme fac¸on, un objet e´tendu subira
une friction dynamique ou un champ de mare´e diffe´rent en ses diffe´rents points. La
compe´tition entre ces effets et l’auto gravite´ des objets est dore´navant prise en compte.
Pratiquement, cela ne´cessite de pouvoir de´crire ces objets de fac¸on suffisamment pre´cise
dans l’espace des phases. En particulier, si les bases de projection ne posse`dent pas une
re´solution suffisante, l’impact d’une “diffusion nume´rique” lie´e au lissage de ces objets
pourrait devenir important et de tels effets devront eˆtre e´tudie´s a` terme.
Enfin, diffe´rents objets rentrant successivement a` l’inte´rieur du halo sont susceptibles
de s’influer l’un l’autre. A nouveau, le traitement auto-consistent de l’accre´tion dans le
re´gime non line´aire permet d’aborder ces phe´nome`nes, la` ou` ces objets s’ignoraient dans
la description au premier ordre. Il est faut noter par ailleurs que les phases relatives de
ces objets vont ne´cessairement entrer en jeu dans un tel phe´nome`ne et que ces phases
(ou temps relatifs) interviennent explicitement dans l’e´quation (2.97).
Suivi des sous-structures
La prise en compte des effets de friction, d’auto-gravite´ et d’interactions mutuelles
autorise une description cohe´rente de la dynamique des sous-structures dans l’espace des
phases. Par conse´quent, le formalisme non line´aire peut eˆtre particulie`rement adapte´ a`
l’e´tude de leur dynamique au cours de leur accre´tion.
Se pose la question de l’identification des sous-structures au sein du halo. Par
de´finition, la me´thode propose´e ici re´sout l’e´volution de la fonction de distribution in-
duite par l’accre´tion d’objets. Conse´quence de la description de l’accre´tion en termes de
fonction de distribution advecte´e, les satellites n’apparaissent que comme des structures
particulie`res de l’espace des phases “accre´te´”. De fait, les sous-structures ou ce qu’il en
reste doivent apparaˆıtre comme des re´gions particulie`res de l’espace des phases de´crit par
la re´ponse du halo. Cette image n’est pas qu’une vue de l’esprit. Arad et al. (2004) ont
par exemple montre´ que les sous-structures des halos simule´s correspondent aux re´gions
de haute densite´ dans l’espace des phases, permettant une extraction particulie`rement
efficace de ces objets fondus dans le profil du halo hoˆte, y compris dans les re´gions de
tre`s haute densite´. Ceci sugge`re qu’un suivi des objets accre´te´s serait probablement plus
simple et plus efficace dans l’espace des phases, tel qu’il est propose´ dans le formalisme
pre´sent, que dans l’espace des positions. De plus, ces objets ne s’y manifestent que dans
la re´ponse a` la fonction de distribution, e´liminant d’entre´e le proble`me d’extraction au
sein d’un halo dominant. A terme, les proble´matiques telles que l’effeuillage progressif
des objets ou la distributions des restes d’objets accre´te´s au sein du halo doivent pouvoir
eˆtre aborde´s dans le formalisme de´veloppe´ ici. A l’inverse, ce genre d’e´tude doit pouvoir
fournir des crite`res d’identification des sous-structures ou des restes de ces objets dans
des re´gimes extreˆmes (haute densite´ de l’hoˆte, de´chirement par effet de mare´e), via leur
proprie´te´s dans l’espace des phases.
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Corre´lations non line´aires
L’approche non line´aire perturbative n’a pas e´te´ imple´mente´e. Au vu de la the´orie
seule, elle permet ne´anmoins de se faire une premie`re ide´e du type de statistiques qu’il est
ne´cessaire de connaˆıtre sur les perturbations. La prise en compte d’effets non line´aires
modifie naturellement les proprie´te´s statistiques de la re´ponse. Par exemple, la fonction
de corre´lation a` deux points de la re´ponse en densite´ du halo peut s’e´crire sous la forme
(e´quation 52 de l’article ci-joint):
〈ρ(x1)ρ(x2)〉 = ε2
∑
q1,q2
ρ[q1](r1)ρ[q2](r2)
[
C
{2}
2 + εC
{3}
2 + . . .
]
, (2.99)
ou` x1,2 de´signe la position dans l’espace et dans le temps de deux points appartenant
au halo. Le premier terme de la se´rie est d’ordre deux et correspond a` la fonction de
corre´lation de´ja` de´duite de la description line´aire (voir aussi l’e´quation 53 de l’article
ci-joint). Les effets de la non line´arite´ ne se font qu’au troisie`me ordre, via la quantite´
C
{3}
2 donne´e par l’e´quation 54 de l’article. Il apparaˆıt donc que les premiers effets de
la non-line´arite´ sur la fonction de corre´lation a` deux points se feront sentir au travers
de la fonction de corre´lation a` trois points des proprie´te´s de l’environnements, via des
quantite´s de type 〈c⊗c⊗c〉 pour la source ou 〈b⊗b⊗b〉 pour le potentiel. Ce re´sultat
est d’importance dans l’optique d’une mesure de proprie´te´s des perturbations dans les
simulations : de fac¸on ge´ne´rale, un traitement non line´aire ne´cessite de connaˆıtre les
corre´lation a` trois points des perturbations. Compte tenu de la plus lente convergence
de ces statistiques (par rapport a` celle a` deux points), il apparaˆıt clairement qu’un
traitement non line´aire de la dynamique du halo implique une excellente connaissance
statistique de l’environnement, via un grand nombre de ses re´alisations.
Il faut toutefois noter que si la statistique des perturbations est gaussienne, alors
l’effet de la non-line´arite´ ne se fera sentir que via des corre´lations “paires” et les cor-
re´lations d’ordres supe´rieurs s’expriment en fonction de corre´lation a` deux points. Par
conse´quent, l’e´tude des effets non line´aires sur la fonction de corre´lation a` deux points ne
ne´cessiterait pas d’emble´e le calcul de corre´lations d’ordres supe´rieurs, rendant la taˆche
plus accessible. Il s’ave`re que la statistique des coefficients c est quasi-gaussienne et non
centre´e(voir l’annexe de Pichon & Aubert (2005)), laissant supposer qu’une application
du the´ore`me de Wick reste possible, facilitant d’autant la taˆche. En revanche, pour des
e´tudes portant uniquement sur l’effet non-line´aire du champ de mare´e, la situation peut
s’ave´rer plus de´licate. En premie`re approximation, le potentiel exte´rieur est isotrope,
auquel cas le champ est quasi-gaussien (voir annexe de Pichon & Aubert (2005)) mais
centre´ et par conse´quent, les corre´lations a` trois points sont nulles. Les effets non line´aires
sur la corre´lation de la re´ponse ne se font donc sentir que si le de´veloppement de la
corre´lation de la re´ponse est pousse´ jusqu’a` des ordres en O(²2). Ceux-ci font intervenir
des corre´lations de type 〈a(3)a(1)〉 impliquant des calculs de re´ponses au troisie`me ordre.
Pour ce cas tre`s pre´cis, la ne´gligence de l’anisotropie conduit a` rendre le calcul non-
line´aire plus complexe. Plus ge´ne´ralement, la ne´cessite´ d’avoir recours a` des statistiques
d’ordre supe´rieur a` deux ou a` des calculs au troisie`me ordre re´sulte clairement du souci
de cohe´rence globale du formalisme de´veloppe´ ici.
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2.5 Evolution se´culaire du halo
Dans les sections pre´ce´dentes, l’action de l’environnement sur le halo se manifeste par
des perturbations apporte´es au syste`me a` l’e´quilibre. Ces perturbations sont suppose´es
eˆtre transitoires, permettant au halo de “relaxer” vers son e´tat d’e´quilibre au bout
d’un certain temps. Toutefois, il apparaˆıt clairement que si le syste`me est soumis de
fac¸on re´cursive a` des perturbations alors son e´tat d’e´quilibre s’en trouvera modifie´. En
d’autres termes, l’e´quation de Boltzmann non-collisionnelle n’est plus valable sur de
longues pe´riodes a` cause du caracte`re lentement cumulatif des effets des interactions
entre le syste`me et son environnement.
Une fac¸on d’aborder ce type d’e´volution est de conside´rer deux e´chelles temporelles
distinctes. L’une est dite “courte”, t, et correspond aux temps caracte´ristiques des
perturbations. Durant cette e´chelle de temps, le mode`le de halo a` l’e´quilibre est pre´sume´
statique, tel qu’il a` e´te´ conside´re´ jusqu’a` pre´sent. De plus, l’e´volution se´culaire du halo
conduit a` conside´rer une e´chelle de temps “longs” T , au cours desquels l’e´tat d’e´quilibre
du syste`me est modifie´ et au cours duquel les perturbations sont nulles en moyenne.
Ainsi, la fonction de distribution, le potentiel associe´, le champ de mare´e exte´rieur et la
source de matie`re peuvent s’e´crire :
F (I,w, t, T ) = F (I, T ) + f(I,w, t), (2.100)
Ψ0(I,w, t, T ) = Ψ(I, T ) + ψ(I,w, t), (2.101)
Ψe0(I,w, t, T ) = Ψ
e(I, T ) + ψe(I,w, t), (2.102)
S0(I,w, t, T ) = S(I, T ) + s(I,w, t). (2.103)
Si l’e´volution se´culaire est suffisamment lente en regard des temps de parcours des orbites,
les quantite´s se´culaires restent des fonctions des actions seules (Binney & Tremaine
(1987)). L’e´quation de Boltzmann de´crivant le syste`me devient (cf. l’e´quation C4 de
l’annexe de l’article):
∂F
∂t
+
∂f
∂t
+ω · ∂f
∂w
− ( ∂ψ
∂w
+
∂ψ
∂w
e
) · (∂F
∂I
+
∂f
∂I
) + (
∂ψ
∂I
+
∂ψ
∂I
e
) · ∂f
∂w
= Se+ se. (2.104)
Pour des temps courts, les quantite´ se´culaires sont conside´re´es comme statiques et
l’e´quation 2.104 se re´duit au premier ordre a` l’e´quation de Boltzmann line´arise´e :
∂f
∂t
+ ω · ∂f
∂w
− ( ∂ψ
∂w
+
∂ψ
∂w
e
) · ∂F
∂I
= se. (2.105)
Cette e´quation au premier ordre a de´ja` e´te´ re´solue dans les sections pre´ce´dentes. Dans
une approche quasi-line´aire, elle permet d’acce´der a` l’e´volution des fluctuations f et ψ
sur des e´chelles de temps courtes. Si l’on de´finit l’ope´ration de moyenne sur temps longs
〈·〉T par :
〈Y 〉T ≡ 1/∆T
∫ T+∆T/2
T−∆T/2
dtY (t), (2.106)
et que l’on moyenne l’e´quation 2.104, l’e´quation d’e´volution se´culaire est donne´e par
(e´quation 56 de l’article ci-joint):
∂〈F 〉
∂T
=
〈[
∂ψ
∂w
+
∂ψe
∂w
]
· ∂f
∂I
〉
T
−
〈[
∂ψ
∂I
+
∂ψe
∂I
]
· ∂f
∂w
〉
T
+ 〈Se〉T . (2.107)
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Bien qu’e´tant de second ordre en amplitude, le premier terme du membre de droite ne
peut eˆtre annule´ a` priori : une corre´lation non nulle entre la re´ponse et la perturbation
peut conduire a` une e´volution de la fonction de distribution F sur le long terme. Ces
produits entre termes de premier ordres peuvent eˆtre explicite´s en fonction de F a` partir
des e´quations (2.84), 2.81. De plus les variations de la fonction de distribution sont
suppose´es se faire sur des temps plus long que le temps de parcours d’une e´toile typique
sur son orbite. Par conse´quent l’e´quation 2.107 peut-eˆtre moyenne´e sur les angles w.
Finalement, l’e´quation 2.107 prend la forme d’une e´quation de diffusion dans l’espace
des actions :
∂F
∂t
= 〈D0(I)〉 − 〈D1(I)〉 · ∂F
∂I
− 〈D2(I)〉 : ∂
2F
∂I2
, (2.108)
ou` : de´signe un produit tensoriel et dont les coefficients sont donne´s par (e´quations (C8),
(C9), (C10) de l’article ci-joint)
〈D0(I)〉 = 1(2pi)3
∫
〈Se〉Tdw (2.109)
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eık·ω(τ−t)[ψk(I, τ) + ψek(I, τ)]dτ
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(2.110)
〈D2(I)〉 =
〈∑
k
k ⊗ k[ψ∗k(I, t) + ψe∗k (I, t)]
∫ t
−∞
eık·ω(τ−t)[ψk(I, τ) + ψek(I, τ)]dτ
〉
T
.
(2.111)
Les coefficients D1 et D2 apparaissent comme les coefficients de de´rive et de diffusion de
la fonction de distribution F dans l’espace des actions. On notera que ces coefficients ne
de´pendent plus des phases angulaires, du fait de l’ope´ration de moyenne sur les angles.
Ces coefficients de´pendent se´culairement du temps via la de´pendance en F des re´ponses
en potentiel ψ (cf. les e´quations (2.84), 2.81).
Les coefficients D0, D1 et D2 font intervenir explicitement des produits de type ψψe
ou ψse. La re´ponse fluctuante du syste`me pouvant s’exprimer uniquement en fonction
des perturbations exte´rieures , les coefficients font directement intervenir les corre´lations
des flux et potentiels exte´rieurs. En l’absence de telles corre´lations, l’e´quation (2.108)
traduit simplement la variation de F induite par l’accre´tion se´culaire de matie`re (si cette
dernie`re existe). On notera que si les temps T sont beaucoup plus longs que le temps de
variation typique des re´ponses line´aires, alors les inte´grales temporelles intervenant dans
les coefficients peuvent eˆtre remplace´es par des inte´grations portant sur −∞ a` +∞ (au
lieu de −∞ a` t).
Si l’ergodicite´ des processus perturbateurs est suppose´e, les moyennes temporelles
su T peuvent eˆtre remplace´es par des moyennes d’ensemble. Se faisant, on conside`re
la diffusion des orbites d’un halo moyen dans un environnement typique caracte´rise´
statistiquement (via ses corre´lations). Par exemple, le coefficient D2 est alors donne´
par :
〈D2(I)〉 =
∑
k
k⊗ k
∑
n,n′
ψ
[n′]∗
k (I)ψ
[n]
k (I)P
n,n′
a [k · ω], (2.112)
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ou` le “spectre de puissance temporel” P est donne´ par (e´quation (C12) de l’article ci-
joint) : ∫ ∞
0
C[an, an′ ](∆τ)eık·ω∆τd∆τ = Pn,n
′
a [k · ω], (2.113)
avec an(t) = an(t) + bn(t). L’e´quation (2.113) suppose que les perturbations au premier
ordre sont stationnaires, i.e. 〈an(t), an′(τ)〉 = C[an, an′ ](t − τ). Ceci de´montre que
la diffusion des orbites du syste`me a` l’e´quilibre est gouverne´e par les corre´lations des
perturbations (objets entrant par exemple). De meˆme, les coefficients D1 et D0 sont
donne´s par (cf. e´quations (C14) et (C15) de l’article ci-joint):
〈D0(I)〉 = 1(2pi)3
∫
〈Se〉Tdw +
∑
k
k
∑
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(
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)
, (2.114)
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∑
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k (I)P
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. (2.115)
Pour un e´tat d’e´quilibre F donne´, l’e´quation (2.105) permet de calculer les re´ponses
en potentiel ψ. Ce calcul a` l’ordre line´aire conduit a` l’e´valuation des coefficients de
diffusion a` partir desquels est de´duite l’e´volution se´culaire de F . En retour, l’e´volution
de l’e´tat de l’e´quilibre ame`ne a` calculer des re´ponses line´aires actualise´es. De fac¸on
re´cursive, l’e´volution au long cours de la re´ponse du halo doit pouvoir eˆtre de´duite de
cette e´quation de diffusion.
Dans l’esprit, l’approche est similaire a` celle applique´e pour l’e´tude de l’e´volution
des amas globulaires. Dans ces syste`mes, les collisions entre e´toiles impliquent que
l’approximation de champ moyen n’est plus valable. Ces “collisions”, trace´es par la
fonction de corre´lation a` deux particules, impliquent une de´rive de l’e´tat d’e´quilibre du
syste`me. Toutefois, dans le cas du halo ouvert, les particules de matie`re noire ne diffusent
pas entre elles mais sur les perturbations induites par l’environnement. La diffe´rence est
de taille car c’est la granulosite´ induite par l’environnement qui fait e´voluer se´culairement
le syste`me, et non celle du syste`me comme c’est le cas pour les amas globulaires.
L’e´volution se´culaire des halos sous l’influence a de´ja` fait l’objet d’e´tudes par le passe´
par Weinberg (2001a), Weinberg (2001b) et Ma & Bertschinger (2004) par exemple.
Ma & Bertschinger (2004) se reposent sur une description cine´tique de la dynamique
du halo. Ils parviennent a` re´soudre la premie`re e´quation de la hie´rarchie BBGKY faisant
intervenir la fonction de distribution a` deux particules. Ma & Bertschinger (2004)
e´valuent cette dernie`re en conside´rant la statistique contrainte des perturbations au
sein du halo, dans le re´gime des faibles fluctuations gaussiennes. Ces perturbations sont
les proge´niteurs a` haut redshift des sous-structures qui vont apparaˆıtre sous l’action de
la gravite´. Il en re´sulte une e´quation de Fokker-Planck dont les coefficients de diffu-
sions de´pendent des corre´lations des proge´niteurs des sous-structures et par extension
du mode`le cosmologique sous-jacent. A nouveau, les orbites du syste`me diffusent sur les
sous-structures (et non pas entre elles).
La de´marche pre´sente´e dans cette section diffe`re en cela qu’elle aborde le proble`me
du halo de´ja` forme´ : en d’autres termes, sa fonction de distribution est de´ja` connue,
l’objet “halo” est bien de´fini et par conse´quent l’accent est mis sur le halo a` des redshifts
plus bas que ceux qui sont envisage´s par Ma & Bertschinger (2004). Dans la de´marche
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de´veloppe´e ici, la statistique des points diffuseurs n’est pas tractable analytiquement et
doit eˆtre de´duite des simulations. De plus, les deux de´marches diffe`rent fondamentale-
ment dans leur description. Ma & Bertschinger (2004) de´crivent la dynamique du halo
de fac¸on cine´tique la` ou` l’approche pre´sente une description dans l’espace des invariants
du mouvement, autrement dit les actions du syste`me. Or les actions (et les angles as-
socie´s) permettent d’e´tudier les syste`mes dynamiques sous un autre point de vue. Ainsi,
l’e´quation de obtenue en (2.108) de´montre que la diffusion s’effectue e´galement dans
l’espace des actions. En d’autres termes, les particules de matie`re noire “de´rivent” car
leurs orbites “de´rivent” globalement et la marche ale´atoire associe´e a` l’e´quation (2.108)
se fait dans l’espace des angles-actions (cf. aussi la figure 6. de l’article ci-joint).
En ce sens, la the´orie quasi-line´aire de´veloppe´e ici se rapproche de celle de´veloppe´e
par Weinberg (2001a) et Weinberg (2001b). Son obtention de l’e´quation de Fokker-
Planck diffe`re dans le de´tail de celle pre´sente´e ici mais aboutit a` une e´quation tout a`
fait similaire, de´crivant la de´rive et la diffusion des orbites dans l’espace des actions.
En utilisant diffe´rents mode`les ad hoc de “bruit” perturbant le halo, il apparaˆıt que le
profil de densite´ des halos tend vers une forme universelle. Il montre en particulier que
la nature de la perturbation re´currente influe peu sur la forme du profil asymptotique-
ment atteinte. Ceci est du a` l’existence de modes faiblement amortis dans le halo qui
dominent la re´ponse dans le cas d’une excitation re´currente. Par conse´quent, la forme
du profil de´pend essentiellement du mode excite´ et non de la fac¸on dont celui-ci est
excite´. L’approche de´crite ici diffe`re par l’inclusion de termes d’accre´tion se´culaire et
perturbative, la` ou` l’approche de´veloppe´e par Weinberg se limite a` des interactions de
mare´e. Par conse´quent, l’accre´tion est susceptible de modifier au cours du temps les
modes faiblement amortis du syste`me et “couple” le comportement asymptotique du
halo avec son histoire d’accre´tion. Les coefficients de diffusions de´finis par les e´quations
(2.115), (2.112) et (2.114) de´pendent directement des proprie´te´s statistiques des flux
mesure´s dans les simulations. Par conse´quent la re´solution de l’e´quation (2.108) doit
conduire a` un comportement asymptotique du halo “conforme” aux flux mesure´s. Une
telle de´marche devrait permettre de ve´rifier si les modes excite´s de fac¸on re´currente par
des perturbations re´alistes sont les meˆme que les mode`les ad hoc de Weinberg (2001b).
Plus ge´ne´ralement l’e´tude des comportements asymptotiques des halos devront perme-
ttre de de´terminer si les caracte´ristiques “universelles” mesure´es (tels les profils pique´s)
peuvent eˆtre pre´dites au vu des proprie´te´s statistiques de l’accre´tion et du champ de
mare´e.
2.6 Applications Futures
Le champ d’application du formalisme non line´aire est vaste. Pour preuve, la partie
5 de l’article ci-joint pre´sente une revue des diffe´rentes proble´matiques qui peuvent eˆtre
aborde´es. Les questions qui se posent sont essentiellement de quatre types :
• la pre´diction des proprie´te´s statistiques des halos a` partir d’une connaissance des
environnements,
• la pre´diction des proprie´te´s statistiques des environnements a` partir de l’observation
de la distribution de matie`re dans les halos,
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• l’inversion temporelle de l’histoire d’accre´tion d’un halo a` partir de l’observation
de son e´tat actuel (inversion dynamique),
• l’e´valuation des contributions relatives des effets intrinse`ques et extrinse`ques sur
les proprie´te´s des halos (“inne´ ou acquis”).
L’ensemble de ces questions peuvent eˆtre aborde´es par la comparaison entre observa-
tions et pre´dictions. Parmi ces observations, l’article ci-joint cite la convergence typique
du lentillage faible dans les amas : celle-ci est relie´e line´airement aux statistiques a` deux
points de la matie`re a` l’inte´rieur du halo et par conse´quent a` son histoire d’accre´tion.
De meˆme, l’excitation de spirales par accre´tion et/ou par champ de mare´e implique que
les caracte´ristiques moyennes (tels leurs enroulements) de celles-ci peuvent s’exprimer
en fonction des caracte´ristiques des perturbations. On aborde e´galement les fonctions de
corre´lations de l’e´mission directe de matie`re noire par les sous-structures qui s’expriment
naturellement en fonction de celles de l’environnement. De meˆme, des caracte´ristiques
du halo qui de´pendent de fac¸on non triviale des interactions (telles que son ellipticite´)
peuvent ne´anmoins s’exprimer en fonction de ces dernie`res. Enfin, l’e´paisseur optique
des halos de´pend de la densite´ de matie`re et de la vitesses des sous-structures qui y sont
enfouie. Par conse´quent l’absorption sur la ligne de vise´e d’un quasar peut eˆtre relie´e
aux statistiques des interactions agissant sur les halos absorbants.
On se concentrera ici sur les deux champs d’application extreˆmes du formalisme : la
pre´diction de caracte´ristiques observables du halo a` partir des proprie´te´s de son envi-
ronnement (par effet Sunyaev-Zeldovich et X) et le proble`me galactique inverse perme-
ttant de remonter au proprie´te´s de l’environnement a` partir de l’e´tat actuel de la dy-
namique (par des releve´s cine´matiques locaux). D’autres applications sont de´veloppe´es
dans l’article ci-joint et dans son annexe.
Pre´dictions sur la distribution statistique de matie`re au sein des halos
Bien qu’invisible par de´finition, la matie`re noire au sein des halos de galaxies et
d’amas se manifeste de fac¸on indirecte en fac¸onnant les proprie´te´s spatiales de certains
phe´nome`nes qui sont eux observables. Ainsi, la distribution spatiale d’un type donne´
d’e´mission lumineuse peut eˆtre relie´e a` la distribution sous-jacente de matie`re noire,
pour peu que la loi reliant l’un a` l’autre soit connue. L’article ci-joint fait mention par
exemple de l’effet Sunyaev-Zeldovich, traduisant la variation de tempe´rature des photons
du fond diffus lors de leur passage au travers d’un amas. Cette variation est de type
(par ex. Peacock (1999)):
∆T (R)
TCMB
∼
∫
dzne(z,R)Te(z,R), (2.116)
ou` ne(z,R) et Te(z,R) de´signe respectivement la densite´ et la tempe´rature des e´lectrons
interagissant avec les photons et ou`R de´signe la position sur le ciel d’un point par rapport
au centre de l’amas. La mesure est inte´gre´e sur z le long de la ligne de vise´e. Si l’on
suppose 1) que la densite´ d’e´lectrons est proportionelle la densite´ locale de matie`re noire
2) que la variation de ne l’emporte sur celle de Te, alors la variation de tempe´rature
est une fonction line´aire de la densite´ projete´e de matie`re noire. Si l’on imagine un
ensemble statistique de ces mesures d’effet SZ, la fonction de corre´lation a` deux points
62 Re´ponse line´aire et non line´aire du halo
de ces variations de tempe´rature peut s’e´crire (cf. e´quation 71 de l’article ci-joint) :
〈δT (R)δT (R′)〉
〈∆T 〉2 ∼ 〈ana
′
n〉, (2.117)
ou` 〈∆T 〉 de´signe la variation de tempe´rature moyenne induite par la profil moyen projete´
des halos et ou` δT (R) de´signe la fluctuation locale de tempe´rature due a` une fluctuation
de densite´ ρ(R) telle que:
ρ(R) =
∑
n
an
∫
dzρ[n](r). (2.118)
En conse´quence de la relation line´aire suppose´e entre variation de tempe´rature et densite´
locale de matie`re noire, la fonction de corre´lation a` deux points des fluctuations est
directement relie´ aux proprie´te´s de statistiques de la re´ponse du halo. La connaissance
des environnements doit permettre de pre´dire les e´chelles caracte´ristiques des variations
de tempe´rature au sein des halos, compte tenu de la relation (2.93) reliant directement
cette fonction de corre´lation aux statistiques du champ de mare´e et du terme source.
De fac¸on analogue, l’e´mission X e´mise par le rayonnement de freinage des e´lectrons
d’un amas peut eˆtre relie´e a` la densite´ sous jacente de matie`re noire. Si l’on suppose a`
nouveau un biais constant entre matie`re noire et densite´ des e´lectrons, alors l’e´missivite´
X d’un amas par unite´ de surface projete´e est de type (e´quation E10 de l’article ci-joint,
cf. par ex. Padmanabhan (1996) ou Peacock (1999)) :
σν(R) ∼
∫
dzρ2(R, z), (2.119)
la de´pendance quadratique en densite´ traduisant le fait que l’e´missivite´ X de´pend du
carre´ de la densite´ d’e´lectrons (cf. e´quation E9 de l’article ci-joint). A nouveau, le profil
en densite´ de l’amas peut eˆtre de´crit par un profil moyen 〈ρ(R, z)〉 auquel s’ajoutent
des fluctuations δρ(R, z) induites par les interactions avec l’environnement. A supposer
que l’on dispose d’un e´chantillon statistique de cartes d’e´mission, l’e´missivite´ moyenne
s’e´crit (e´quation E11 de l’article ci-joint) :
〈σν(R)〉 =Wx
∫
dz〈ρ(R, z)〉2 +Wx
∫
dz〈δρ2(R, z)〉. (2.120)
Pre´cisons que le profil moyen est fourni par un mode`le. Par conse´quent, l’on s’attend a`
un exce`s dans l’e´missivite´ moyenne, dues aux fluctuations de densite´s autour du profil
mode`le. Celles-ci peuvent s’exprimer en fonction des coefficients de la re´ponse :
〈δρ2(R, z)〉 =
∑
nn′
ρ[n](r)ρ[n
′](r)〈ana′n〉. (2.121)
A nouveau, cet exce`s peut eˆtre relie´ aux statistiques a` deux points de l’environnement,
via les coefficients an de la projection des fluctuations de densite´.
D’autre part la fonction de corre´lation a` deux points de l’e´missivite´ X de´pend la
fonction de corre´lation d’ordre 4 de la re´ponse (cf. e´quation E13 de l’article ci-joint) :
〈σν(R)σν(R′)〉 ∼ 〈an1an2an3an4〉 (2.122)
Cette statistique est en principe exprimable en fonction des proprie´te´s statistiques du
champ de mare´e et de l’accre´tion environnants, bien que probablement difficile a` e´valuer
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en pratique, meˆme sans tenir compte des effets non line´aires. A supposer que la statis-
tique des coefficients de projections soient gaussienne, cette corre´lation d’ordre e´leve´e
peut s’exprimer en fonction de corre´lation a` deux points (via le the´ore`me de Wick,
cf. E5 de l’article ci-joint) de la re´ponse, facilitant ainsi la pre´diction sur les e´chelles
caracte´ristiques de l’e´mission X.
Clairement, ces applications (et celles de´veloppe´es dans l’article) supposent des hy-
pothe`ses simplificatrices rendant le proble`me plus abordable dans un premier temps. En
particulier, elles reposent notamment sur des hypothe`ses de biais constant entre matie`re
observable et matie`re sombre et supposent que les fluctuations de densite´ l’emportent
sur toutes les variations induites par d’autres processus. De plus, certaines hypothe`ses
sont intrinse`ques au formalisme employe´ (par exemple, halo sphe´rique dont le profil est
suppose´ connu, interactions de faibles amplitude). Enfin, la mise en commun d’objets
observe´s (pour construire une fonction de corre´lation a` deux points typique par exemple)
ne´cessite une mise a` l’e´chelle, compte tenu de leur diversite´. Cette ope´ration de mise
a` l’e´chelle d’objets de taille diffe´rentes, projete´s qui plus est, constitue une difficulte´
supple´mentaire qui ne pourra pas eˆtre ignore´e dans le processus de comparaison entre
caracte´ristiques statistiques the´oriques et caracte´ristiques observe´es.
Inversion dynamique
Le concept d’inversion dynamique (i.e. retrouver l’histoire d’interaction d’un halo a`
partir de son e´tat actuel) de´coule naturellement de la formulation line´aire de la re´ponse
du halo, en rappelant que :
a(1) = R1 · (K1 · b+Q1 · c)→ a(1) =M · b˜, (2.123)
ou` b˜ = [b, c]. Compte tenu de cette formulation, l’ope´ration d’inversion est formellement
e´vidente :
M−1 · a(1) = b˜. (2.124)
Reste a` associer une observable a` la re´ponse en densite´ de´crite par a, telle par exemple
que la distribution d’e´toiles observe´e dans le halo Galactique ou dans ceux d’autres
galaxies. En particulier, la pre´sence de courants d’e´toiles trace les accre´tions passe´e du
halo. Les e´toiles constituant un fluide non collisionnel, leur dynamique est correctement
de´crite par le formalisme expose´ ici. Cette application est discute´e en de´tail dans les
sections 5.3 et 5.4 de l’article ci-joint.
Dans le principe, cette approche repose sur la donne´e de la densite´ cine´matique
d’e´toiles du Halo, A(`,µ) de´finie de telle fac¸on que le nombre d’e´toiles dN contenues
dans le volume d’espace des phases d`dµ est donne´ par :
dN = A(`,µ)d`dµ, (2.125)
ou` ` de´signe les coordonne´es Galactique sur le ciel et µ les vitesses associe´es. Comme
montre´ par l’e´quation 105 de l’article ci joint, cette densite´ est relie´ a` la re´ponse aux
perturbations de la fonction de distribution des e´toiles et par conse´quent aux coefficients
a(t) :
A(`i,µi) = A`,µi · a (2.126)
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ou` A`,µi de´signe l’ope´rateur de conversion de la fonction de distribution des e´toiles en
densite´ cine´matique A(`i,µi). L’ope´ration d’inversion de´crite par (2.124) devient alors
possible en posant :
A(`i, µi) = A`,µi · M · b˜, (2.127)
comme de´crit dans la section 4.4.1 de l’article ci-joint : les donne´es cine´matiques doivent
pouvoir permettre de remonter a` l’histoire des interactions de la Galaxie. Il est e´galement
de´montre´ dans l’article que la proce´dure d’inversion reste en principe applicable en
prenant en compte les non line´arite´s dans le re´gime perturbatif et en posant la rela-
tion formelle :
a(2) =M2 · b˜⊗ b˜ (2.128)
Compte tenu de l’imminence d’un flux important de donne´es sur la cine´matique des
e´toiles dans les prochaines anne´es (RAVE de´but 2005, GAIA pre´vu en 2012), une
telle approche gagne clairement a` eˆtre de´veloppe´e afin de participer a` une meilleure
compre´hension de l’histoire de la Galaxie. Toutefois, l’apparente simplicite´ des relations
d’inversion masque d’assez se´rieuses difficulte´ de mise en place pratique. En plus des dif-
ficulte´s inhe´rentes a` toutes de´marches inverse, l’inversion dynamique entraˆıne aussi sont
lot de difficulte´s intrinse`ques. Dans un premier temps, les ope´rateurs M ou M2 font
intervenir des ope´rateurs de couplage qui restent de´licats a` calculer pre´cise´ment. D’ou` la
ne´cessite´ de parvenir dans un premier temps a` une e´valuation nume´rique correcte de ces
quantite´s (cf. par exemple le chapitre 4) pour des mode`les de halos re´alistes. De plus,
il a de´ja` e´te´ mentionne´ que le halo reste stable a` toute forme de perturbations pour des
mode`les isotropes. Ceci implique que toute perturbation est amene´e a` eˆtre amortie au
cours du temps, ce qui signifie pour une de´marche inverse qu’il existe un horizon tem-
porel au dela` duquel l’histoire d’interaction peut difficilement eˆtre retrouve´e. Il existe
certes des “modes” faiblement amortis sur lesquels une telle proce´dure inverse pourra
se reposer. Ne´anmoins il est probable que cela restreigne ces e´tudes a` un certain type
d’interactions, dont les e´chelles caracte´ristiques restent peu affecte´es par l’amortissement
tels que des effets de grande e´chelle ou stationnaires. Enfin, il faut noter que typique-
ment le nombre de parame`tres a` contraindre est supe´rieur aux donne´es dont l’on dispose.
Par exemple, on pourra disposer d’un cube de donne´es (par ex. position sur le ciel et
vitesse radiale) alors que l’espace a` contraindre est de dimension six. Par conse´quent, une
proce´dure d’inversion ne´cessite un certain nombre d’a` prioris physiques, qui se traduisent
pratiquement par l’utilisation de proce´dures de re´gularisation.
2.7 Conclusions
L’objectif de l’article ci-joint fut d’adresser le proble`me de la dynamique du halo
ouvert. L’approche de´veloppe´e repose sur une description perturbative de l’influence
de l’environnement sur la re´ponse du halo. Les spe´cificite´s et les limitations possibles
de la the´orie sont re´sume´es dans les tables 2.1 et 2.2. Le halo est conside´re´ comme
sphe´rique, ne´cessitant une transposition des e´quations d’e´volutions dans l’espace des
angles-actions. L’influence de l’environnement est caracte´rise´e par le champ de mare´e
dans lequel baigne le halo et par la source de´crivant l’accre´tion de matie`re par le syste`me.
Ce formalisme aborde e´galement la proble´matique des effets non line´aires et permet de
prendre pre´sume´ment en compte des effets tels que la friction dynamique et l’effeuillage
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Spe´cificite´s
Statistique localise´e aux frontie`res du halo
Description fluide sans a` priori sur la nature de l’accre´tion
Dynamique non line´aire
Description de la dynamique en angles-actions (re´sonances)
Propagation statistique et application aux observations
Inversion dynamique
Evolution se´culaire
Table 2.1: Re´sume´ des spe´cificite´s de l’approche de´veloppe´e dans ce chapitre.
Limitations
Re´gime des faibles perturbations
Conditions aux bords 5D
Frontie`re du halo arbitraire
Ordre non line´aire de troncature inde´fini
Non gaussianite´ des proprie´te´s de l’environnement ?
Horizon temporel induit par la re´solution finie
Possiblite´ du de´veloppement d’instabilite´s
Table 2.2: Re´sume´ des points limitant de l’approche de´velope´e dans ce chapitre.
par effet de mare´e. Ainsi, cette approche permet d’aborder a` la fois les proble´matiques
de repre´sentativite´ de la re´ponse, via la propagation statistique, tout en maintenant une
cohe´rence physique, via le de´veloppement perturbatif non line´aire. Enfin, la re´ponse
se´culaire du halo sous l’action re´currente de son environnement est aborde´e via un for-
malisme quasi-line´aire. En se´parant les temps caracte´ristiques du proble`me en temps
longs (au cours desquels le halo e´volue se´culairement) et en temps courts (lie´s aux fluctua-
tions induites par les perturbations), l’e´volution du syste`me est de´crite par une e´quation
de diffusion, de´crite dans l’espace des actions et dont les coefficients de´pendent de la
statistique des conditions aux bords.
En plus de fournir un cadre the´orique satisfaisant pour la proble´matique des halos
en interactions, cette e´tude aura permis de de´gager les premie`res exigences sur la car-
acte´risation statistique des environnements. Notamment, la ne´cessite´ d’une description
cohe´rente des diffe´rents modes d’interactions a e´te´ de´montre´ : les statistiques a` deux
points de la re´ponse de´pendent des corre´lations croise´es de la source et du champ de
mare´e. En d’autres termes, une caracte´risation statistique de l’environnement limite´e
aux auto-corre´lation de la source ou du potentiel s’ave`rerait eˆtre incomple`te.
D’autre part, il est clairement apparu que la prise en compte statistique des effets
non line´aires ne´cessite une connaissance pointue des proprie´te´s statistiques des environ-
nements. Ainsi, les premiers effets de la non line´arite´ sur la fonction de corre´lation a`
deux points de la re´ponse du halo ne se manifestent qu’au travers de la fonction de
corre´lation a` trois points des environnements.
Enfin, ces de´veloppements the´oriques auront permis de mettre en e´vidence les dif-
ficulte´s e´mergeant pour la description de la source dans l’espace des phases. Celle-ci
peut eˆtre de´crite dans l’espace des phases position-vitesse, ne´cessitant une projection
66 Re´ponse line´aire et non line´aire du halo
a` posteriori de la base de´crivant la source dans l’espace des angles-actions. Compte
tenu du caracte`re singulier de la distribution des orbites entrantes dans l’espace des
angles-actions, cette projection peut s’ave´rer difficile et non optimise´e. La source peut
e´galement eˆtre de´crite directement dans l’espace des angles actions, mais ne´cessite un
choix a` priori du mode`le a` l’e´quilibre du halo.
Disposant d’un cadre formel ade´quat, reste a` 1) mettre en place pratiquement la
the´orie de´veloppe´e dans ce chapitre et 2) fournir les premie`res contraintes statistiques
sur l’environnement des halos. Le premier point est aborde´ dans le chapitre suivant,
de´crivant le de´tail du calcul de la re´ponse line´aire du halo. Le second point fait l’objet
d’une partie a` part dans cette the`se ou` y est de´crite une me´thode de mesure des flux
mesure´s dans les simulations cosmologiques.
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ABSTRACT
We investigate statistically the dynamical consequences of cosmological fluxes
of matter and moments through the progenitors of galactic halos at z lower than 1.
We use canonical perturbation theory to study the evolution of an open collision-
less system. The perturbation consists of two different components: the tidal field
corresponding to fly-bys and the dark matter entering the halo. The trajectories are
followed perturbatively. The dynamical equations are solved linearly, order by order,
projecting on a biorthogonal basis to consistently satisfy the field equation.
We obtain, as a result, expressions for the perturbative correlators within the dark
matter halo and argue that the perturbative fluid description accounts for the dynam-
ical drag and the tidal stripping of incoming structures. We construct perturbative di-
agrams accounting for the two-entry excitation of galactic halos.We discuss the realm
of non-linear problems which could be addressed statistically by such a theory.
The secular evolution of open galactic haloes is investigated: we derive the ki-
netic equation which governs the quasilinear evolution of the ensemble-average dark
matter profile induced by infall and its corresponding gravitational correlations. This
yields a Fokker Planck-like equation for the angle-averaged underlying distribu-
tion function. This equation has an explicit source term accounting for the net in-
fall through the virial sphere. We relate the corresponding source, drift and diffusion
coefficients to the underlying two-point statistics of the infall and discuss possible
applica tions.
The internal dynamics of sub-structures within galactic haloes (distortion,
clumps as traced by Xray emissivity, weak lensing, dark matter annihilation, tidal
streams ..), and the implication for the disk (spiral structure, warp etc... ) are then
briefly discussed. We show how this theory could be used to (i) observationally con-
strain the statistical nature of the infall (ii) predict the observed distribution and cor-
relations of substructures in upcoming surveys, (iii) predict the past evolution of the
observed distribution of clumps, and finally (iv) weight the relative importance of
the intrinsic (via the unperturbed distr ibution function) and external (tidal and/ or
infall) influence of the environment in determining the fate of galaxies.
1 INTRODUCTION
It now appears clearly that the dynamical (azimuthal in-
stabilities, warps, accretion), physical (heating, cooling) and
chemical (metal-poor cold gas fluxes) evolution of galaxies
are processes which are partly driven by the boundary condi-
tions imposed by their cosmological environment. It is there-
fore of prime importance to formulate the effects of such an
interaction in a unified framework.
Modern digital all-sky surveys, such as the SDSS,
2MASS or the 2dF provide for the first time the opportu-
nity to build statistically relevant constraints on the dynam-
ical states of galaxies which can be used as observational in-
put. Other projects, like Gaia or Planck, will provide small-
scale information on our Galaxy and its environment and
will soon allow detailed confrontation of the predictions of
models with the observations. We ought to be able to draw
conclusions on the internal dynamics of the halo and its inner
components and constrain their statistical properties.
Unfortunately, it is difficult to study the response of ha-
los to moderate amplitude perturbations. Current N-body
techniques suffer from resolution limitations (due to parti-
cle number and drift in orbit integration, see e.g. Power et al.
c© 0000 RAS
68 Christophe Pichon and Dominique Aubert
(2003), Binney (2004), for a discussion of such effects) that
hide to some extent linear collective effects which dominate
the response of the halo (Weinberg (1998b), Murali (1999))1.
Simulations on galactic scales are also often carried with-
out any attempt to represent the cosmological variety arising
from the possible boundary conditions (the so-called cosmic
variance problem). This is because the dynamical range re-
quired to describe both the environment and the inner struc-
ture is considerable, and can only be achieved for a limited
number of simulations (e.g. Knebe et al. (2004), Gill et al.
(2004), Diemand et al. (2004)). By contrast, the method pre-
sented below circumvents this difficulty while relying on a
perturbative treatment of the inner dynamics of the halo.
Specifically, our purpose is to develop a tool to study the dy-
namics of an open stellar system and apply it to the dynamic
of a halo which is embedded into its cosmological environ-
ment. One can think of this project as an attempt to produce a
semi-analytic re-simulation tool, in the spirit of what is done
in N-body simulations.
The concept of an initial power spectrum describing
the statistical properties of the gravitational perturbations
has proved very useful in cosmological studies (e.g. Peebles
(1980), Bernardeau et al. (2002)). The underlying paradigm,
that gravity drives cosmic evolution, is likely to be a good
description at the megaparsec scale. We show below that
a similar approach to galactic halos is still acceptable, and
marginally within the reach of our modelling capabilities.
The description of the boundary is significantly more com-
plex, but the inner dynamics of hot components is better be-
haved. Here, we describe a stable system which undergoes
small interactions, rather than an unstable system in comov-
ing coordinates undergoing catastrophic multiscale collapse.
The purpose of this investigation is to derive analytically
the dynamical response of a galactic halo, induced by its (rel-
atively weak) interaction with its near environment. Inter-
action should be understood in a general sense and involve
tidal potential interactions (like that corresponding to a satel-
lite orbiting around the galaxy), or an infall where an external
quantity (virialized or not) is advected into the galactic halo.
With a suitable formalism, we derive the propagation
of an external perturbation from the near galactic environ-
ment down to the scale of the galactic disk through the
dark matter halo. We essentially solve the coupled collision-
less Boltzmann-Poisson equations as a Dirichlet initial value
problem to determine the response of the halo to infall and
tidal field. The basis over which the response is projected can
customized to, say, the universal profile of dark matter halos,
which makes it possible to consistently and efficiently solve
the coupled dynamical and field equations , so long as the en-
tering fluxes of dark matter amounts to a small perturbation
in mass compared to the underlying equilibrium.
In a pair of companion papers, Aubert & Pichon
(2005a,b) described the statistical properties of the infalling
distribution of dark matter at the virial radius, R200 as a func-
tion of cosmic time between redshift z = 1 and today. These
papers focused on a description of the one- and two-point
1 it has been argued that shadowing (Earn & Tremaine (1991)) will
in practice allow for another orbit to correct for the drift, but this is of
no help to resonant processes because it requires that the same orbit
does not diffuse for a few libration periods.
statistics of the infall towards well formed L? dark matter ha-
los. All measurements were carried for 15 000 haloes under-
going minor mergers. The two-point correlations were mea-
sured both angularly and temporally for the flux densities,
and over the whole 5D phase space for the expansion coeffi-
cients of the source.
We show in this paper that the formalism described be-
low, together with themeasurements presented there, will al-
low astronomers to address globally and coherently dynam-
ical issues on galactic scales. Most importantly it will allow
them to tackle problems in a statistically representative man-
ner. This investigation has a broad field of possible applica-
tions. Galaxies are subject to boundary conditions that reflect
motions on larger scales and their dynamics may constrain
the cosmology through the rate of merging events for exam-
ple, or the mass distribution of satellites. Halo transmission
and amplification also fosters communication between spa-
tially separated regions, (see e.g.Murali (1999)) and continu-
ously excites the disk structure. For example, spirals can be
induced by encounters with satellites and/or by mass injec-
tion (e.g. Toomre & Toomre (1972), Howard & Byrd (1990)),
while warps results from torque interactions with the sur-
rounding matter (López-Corredoira et al. (2002), Jiang & Bin-
ney (1999)). Therefore the proportion of spirals and warps
contains information on the structure’s formation and envi-
ronment. The statistical link between the inner properties of
galactic halos, and their cosmic boundary can be reversed to
attempt and constrain the nature of the infall while investi-
gating the one and two point statistics of the induced per-
turbations. This is best done by transposing down to galac-
tic scales the classical cosmic probes for the large-scale struc-
tures (lensing, SZ, etc... ) which have been used successfully
to characterize the power-spectrum of fluctuations on larger
scales.
The outline of this paper is the following: we describe
in Section 2 the linear response of a spherical halo which
undergoes cosmological infall of dark matter, and compute
the induced correlations in the inner halo; Section 3 presents
the second-order perturbative response of the galactic halo to
the infalling flux; (Appendix D gives the higher order correc-
tions to the dynamics and addresses the issue of dynamical
friction). Section 4 derives the Fokker-Planck equation that
the cosmic mean halo profile obeys in such an open environ-
ment. Section 5 describes briefly possible astrophysical appli-
cations. In particular, it is discussed how the statistical anal-
ysis of mean and variance properties of galactic haloes and
galaxies can be compared to the quantitative prediction of
the concordant ΛCDM cosmogony on those scales. We also
show how to revert in time observed tidal features within our
Galaxy, or in external galaxies. The last section draws conclu-
sions and discusses prospects for future work.
2 THE SPHERICAL HALO: LINEAR RESPONSE
In the following section, we extend to open spherical stellar
systems the formalism developed by Kalnajs (1976) (for stel-
lar disks), Aoki et al. (1979) (for gaseous disks), Tremaine &
Weinberg (1984) and e.g. Murali (1999), Vauterin & Dejonghe
(1996), Bertin et al. (1994) by adding a source term to the col-
lisionless Boltzmann equation. Since the formalism is other-
wise fairly standard, we will present it relatively swiftly. In a
c© 0000 RAS, MNRAS 000, 067-099
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Figure 1. The action angle, (I,w), - spherical coordinate, (r,v), trans-
formation. The dark matter particle at running spherical coordinate
(r, θ, φ) describes a rosette in the orbital plane orthogonal to its mo-
mentum, L. The line of node of the orbital plane intersects the x − y
plane at a constant (in spherical symmetry) angle w3 with respect to
the x axis. The orbital plane is at an angle β = acos(Lz/L) to the
x − y plane. The particle polar coordinate in the orbital plane w.r.t.
this line of node is ψ. The angle coordinates, w2, is measured along
ψ but varies linearly with time by construction. Finally the radial an-
gle w1 varies with radius between peri-apse and apo-apse. (Strongly
inspired from Fig 1 of Tremaine & Weinberg (1984)).
nutshell, the dynamical equations are solved linearly, order
by order, while projecting over a biorthogonal basis to con-
sistently satisfy the field equation (e.g. Kalnajs (1971) Kalnajs
(1976) Kalnajs (1977)). The dynamical equation of an open
system characterized by its distribution function, F, together
with the field equation, read formally:
∂tF+ {H+ ψe, F} = se , and ∇2Ψ = 4piG
∫
dvF , (1)
where H is the Hamiltonian of the system, { } is the usual
Poisson bracket and (Ψ,ψe, se) stands for the potential, the
perturbing exterior potential and incoming source term. The
source term, se(r,v, t) accounts for the entering dark matter
at the virial sphere and is discussed in detail below (Sec-
tion 2.3, see also Aubert et al. (2004) and Aubert & Pichon
(2005a)). In a somewhat unconventional manner, ψe(r, t)
refers here to the external potential, i.e. the tidal potential
created by the perturbations outside the boundary. Let us ex-
pand the Hamiltonian and the distribution function, F, as:
F = F+ ε f , and H = H0 + εψ , (2)
where we assume that everywhere in phase space
ε,m/M ¿ 1 i.e. that the mass of the perturbation, m,
is small compared to the mass, M, of the unperturbed
halo. In Eq. (2), f represents the small response to the
perturbations, F represents the equilibrium state and ψ the
small response in potential. Putting Eq. (2) into Eq. (1) and
reordering in ε yields the linearized Boltzmann equation.
2.1 The Boltzmann equation in action-angle
The most adequate representation of multiply-periodic inte-
grable systems relies on the action-angle variables2, since res-
onant processes will dominate the response of the live halo,
and are best expressed in those variables. We will use vec-
tor notation for simplicity. The details of the computation of
these variables is discussed in Appendix B following work
by Murali (1999) (see also Fig. (1)). This achieves separation
of variable between the phase space canonical variables (an-
gle and actions) on the one hand, and time on the other hand.
We denote as usual the set of action variables by I and angle
variables by w (see Appendix B). The rates of change of an-
gles is ω,dw/dt Along the multi-periodic orbits, any field,
Z, can be Fourier-expanded with respect to the angles as:
Z(r,v, t) =∑
k
Zk(I, t) exp (ık ·w). (3)
Conversely
Zk(I, t) =
1
(2pi)3
∫
dw exp(−ık ·w)Z(r,v, t) , (4)
where k, (kr, kθ , kφ) is the Fourier triple index correspond-
ing to the three possible directions of motion Given Eqs. (2)-
(1), the linearized Boltzmann equation in such a representa-
tion is:
∂ fk(I, t)
∂t
+ ık ·ω fk(I, t) = ık ·
dF
dI
(ψk(I, t)+ψ
e
k(I, t))+ s
e
k(I, t).(5)
Here ψ is the potential perturbation created by halo masses
and ψe the potential perturbation created by external fly
byes. The gravitational field of incoming particles is ac-
counted for by the source term se. The solution to Eq. (5) may
then be written as:
fk(I, t) =
∫ t
−∞
exp(ık ·ω(τ − t))×[
ık · dF
dI
[
ψk(I, τ) + ψ
e
k(I, τ)
]
+ sek(I, τ)
]
dτ. (6)
Eq. (6) assumes that the perturbation has been switched on a
long time ago in the past so that all transients have damped
out.3
2.2 Self-consistency
Eq. (6) can be integrated over velocities and summed over k
to get the density perturbation:
ρ(r, t) = ∑
k
∫ t
−∞
dτ
∫
dv exp(ık ·ω(τ − t) + ık ·w) ×[
ık · dF
dI
[
ψk(I, τ) + ψ
e
k(I, τ)
]
+ sek(I, τ)
]
. (7)
Let us expand the potential and the density over a bi-
orthogonal complete set of basis functions such that:
2 Note that (w, I) are canonical variables, and as such preclude noth-
ing about the evolution of the system. They simplify the expression
of the linearized equations, order by order.
3 Mathematically, we only retain the particular solution to Eq. (5),
while assuming that the homogenous solution did not hit long-lived
resonances.
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ψ(r, t) =∑
n
an(t)ψ[n](r) , ρ(r, t) =∑
n
an(t)ρ[n](r) , (8)
∇2ψ[n] = 4piGρ[n] ,
∫
ψ[n]∗(r)ρ[p](r)dr = δnp , (9)
(where ψ[n]∗(r) is the complex conjugate of ψ[n](r)) We natu-
rally expand the external potential on the same basis (Kalnajs
(1971)) as:
ψe(r, t) =∑
n
bn(t)ψ[n](r). (10)
Thus, the coefficients an are representative of the density and
potential perturbations in the halo itself, at r < R200, while
the coefficients bn represent the potential created in the halo
by density fluctuations at r > R200. Taking advantage of bi-
orthogonality Eq. (7) is multiplied by ψ∗p(r) and integrated
over r, which yields:
ap(t) = ∑
k
∫ t
−∞
dτ
∫∫
dvdr exp(ık ·ω(τ − t) + ık ·w)ψ[p]∗(r)×[
∑
n
ık · dF
dI
[an(τ) + bn(τ)]ψ
[n]
k (I) + s
e
k(I, τ)
]
. (11)
We may now swap from position-velocity to action-angle
variables. Since this transformation is canonical dvdr =
dwdI. In Eq. (11) only ψ[p](r) depends onw, so wemay carry
the w integration over ψ[p]∗, which yields ψ[p]∗k (I). Eq. (11)
then becomes :
ap(t) = (2pi)3∑
k
∫ t
−∞
dτ
∫
dI exp(ık ·ω(τ − t))× (12)[
∑
n
ık · dF
dI
[an(τ) + bn(τ)]ψ
[p]∗
k (I)ψ
[n]
k (I) + s
e
k(I, τ)ψ
[p]∗
k (I)
]
.
At this point, it seems natural to expand the source term on a
basis too, but unlike the previous one, this basis should also
describe velocity space. We admit for now that such a basis
φn(r,v) exists, and write:
se(r,v, t) =∑
n
cn(t)φ[n](r,v) , so (13)
sek(I, τ) =∑
n
cn(τ)σ
[n]e
k (I), (14)
where σ[n]ek (I) is the angle transform of φ
[n](r,v) (see Eq. (23)
below). The coefficients cn are representative of the mass
exchange between the halo and the external world. The
sum in Eq. (14) spans velocity space as well as configura-
tion space, and therefore involve significantly more terms.
Such an expansion is performed in Aubert & Pichon (2005a)
to constrain the source function measured in cosmological
simulations. Calling a(τ) = [a1(τ), · · · , an(τ) · · ·], b(τ) =
[b1(τ), · · · , bn(τ) · · ·], and c(τ) = [c1(τ), · · · , cn(τ) · · ·]We de-
fine two matrices, K and Q. The matrix K has elements Kp,n
defined by:
Kp,n(τ) = (2pi)3∑
k
∫
dI exp(ık ·ωτ)ık · dF
dI
ψ
[p]∗
k (I)ψ
[n]
k (I), (15)
which depend only on the halo equilibrium state. Thematrix
Q has elements
Qp,n(τ) = (2pi)3∑
k
∫
dI exp(ık ·ωτ)σ[n]ek (I)ψ
[p]∗
k (I), (16)
which depend only on source terms. Equation (12) then be-
comes:
a(t) =
∫ t
−∞
dτ (K(τ − t) · [a(τ) + b(τ)] +Q(τ − t) · c(τ)) . (17)
The kernels K and Q are functions of the equilibrium state
distribution function, F, and of the two bases, φ[n](r,v), and
ψ[n](r) only. They may be computed once and for all for a
given equilibrium model. Assuming linearity and knowing
K and Q, one can see that the properties of the environ-
ments (represented by b and c) are propagated to the inner
dynamical properties of collisionless systems (described by
a). We may perform a “half” Fourier transform with respect
to time. In the limit where the transients may be neglected,
which implies that the system should be stable, this trans-
form amounts to a Laplace transform with p = ıω + e+ .
Temporal convolutions are then replaced by matrix multipli-
cations and Eq. (17) becomes:
aˆ(ω) = (1− Kˆ(ω))−1 ·
[
Kˆ(ω) · bˆ(ω) + Qˆ(ω) · cˆ(ω)
]
. (18)
In this expression, 1 is the identity matrix, and Kˆ and Qˆ in-
clude Heaviside functions before Fourier transform to ac-
count for causality (see Aubert et al. (2004) for details). Sec-
tion D3 gives an explicit expression for Kˆ(ω). Note the differ-
ence between ω, the angular frequency of the orbits, defined
above Eq. (5), and ω, the half Fourier transform variable as-
sociated with time which appears in Eq. (18). Here b and c
could be given deterministic functions of time, or stochastic
random fields (characterized statistically in Aubert & Pichon
(2005a)). In contrast, a describes the detailed response of the
halo in phase space within R200.
2.2.1 Higher moments
The second moment is obtained by multiplying (6) by v and
by performing an integration over velocities. Summing over
k leads to:
ρv¯(r, t) = ∑
k
∫ t
−∞
dτ
∫
dv exp(ık ·ω(τ − t) + ık ·w)×[
ık · dF
dI
v
[
ψk(I, τ) + ψ
e
k(I, τ)
]
+ vsek(I, τ)
]
. (19)
Using the same biorthonormal expansion as above, we may
express the mass flux as a function of the coefficients an and
bn (associated with the potential perturbations of external
origin). If we define the following new tensors:
K[2],n(r, τ) =∑
k
∫
dv exp(ık ·ωτ+ ık ·w) v ık · dF
dI
ψ
[n]
k (I), (20)
and a similar expression for Q[2],n(r, τ), involving the source
term, the mass flux may be written as a convolution:
ρv¯(r, t) =
∫ t
−∞
dτ (K2(r, τ − t) · [a(τ) + b(τ)] +Q2(r, τ − t) · c(τ)) .
After half Fourier transforming with respect to time, we get
ρ ˆ¯v = Kˆ[2](r,ω) · (1− Kˆ)−1 ·
[
bˆ+ Qˆ · cˆ
]
+ Qˆ[2](r,ω) · cˆ . (21)
We will return to Eq. (21) in Section 5.
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Figure 2. A typical rosette orbit in its orbital plane; the intersection
with the R200 sphere is shown, together with the corresponding ve-
locity vectors, both entering and exiting. The net flux of such quan-
tities enters Eq. (24) and characterize the source of infall perturbing
the halo. Note that by construction, in the linear regime all infalling
material re-exits R200, since the perturbation evolves along the un-
perturbed orbits. This is to be contrasted to the situation presented
in Fig. (5) where dynamical friction is qualitatively accounted for.
2.3 Sinks, sources and tidal field
Let us now turn to an explicit description of the source term
(se, hence c), and the tidal field (ψe, hence b) entering Eq. (5).
We consider here a source at the virial radius correspond-
ing to cosmic infall. Note however that we might have con-
sidered just as well sinks reflecting the presence of a super
massive black hole at the center of the host galaxy or the de-
flection/absorption of orbits due to a galactic disk.
2.3.1 Source of infall at R200
Apossible Ansatz for the source term consistent with the first
two velocity moments of the entering matter has been pro-
posed by Aubert et al. (2004). Following them se(r,v, t) can
be written as
se(r,v, t), ∑
m
Ym(Ω)δD(r− R200)
(
∑
α
cn(t)bα(v)Ym(Ω)
)
,
where m stands for the two harmonic numbers, (`,m) and
Ym(Ω),Ym` (Ω) is the usual spherical harmonic. The Dirac
function δD(r − R200) appears because the source terms are
located in our representation at the virial radius. This equa-
tion corresponds to the parametrization of φ[n] as:
φ[n](r,v) = gα(v)Ym(Ω)δD(r− R200) ,
, gα(v)Ym(Ω)Ym′ (Γ)δD(r− R200) , (22)
of Gaussian functions covering the radial velocity compo-
nent and spherical harmonics for the angle distribution, Γ,
of the velocity vector and orientation, Ω = (θ, φ) of the in-
fall (see Aubert & Pichon (2005a) for details). Here we have
n, [m, α], [m,m′, α], [`,m, `′,m′, α]. From Eq. (14)
σ
[n]e
k (I) ,
1
(2pi)3
∫
d3w exp(−ık ·w)φ[n](r,v). (23)
With Eq.(22), Eq. (23) becomes
σ
[n]e
k (I) =
1
(2pi)3
∫
dw exp (−ık ·w)Ym[Ω(I,w)]×
gα(v[I,w])δD(r(I,w)− R200) . (24)
We canmake use of the δD function occurring in Eq. (24) since
wr, w˜r(r, I) (given by Eq. (B1)). Therefore Eq. (24) reads:
σ
[n]e
k (I) =
∫
d2w
(2pi)3
∫
dwr exp (−ık ·w)Ym[Ω(I,w)]×
gα(v[I,w])
1
|∂w˜r/∂r|−1
δD(wr − w˜r [R200, I]) , (25)
=
∫
d2w
(2pi)3
exp (−ık ·w)Ym[Ω(I,w, w˜r [R200, I])]×
gα(v[I,w, w˜r(R200, I)])
ωr(I)
|r˙(R200, I)|
exp (−ıkr · w˜r [R200, I]) .
In Eq. (25) we sum over all intersections of the orbit Iwith the
R200 sphere, at the radial phase corresponding to that inter-
section with a weight corresponding to ωr/|r˙| (see Fig. (2)).
Note that Eq. (25) involves d2w,dw2dw3.
2.3.2 Tidal excitation from beyond R200
The tidal potential is given as a boundary condition on the
virial sphere and deprojected in volume. Let us call b′`m(t)
the harmonic coefficients of the expansion of the external po-
tential on the virial sphere. We expand the potential over the
biorthogonal basis, (u`mn , d
`,m
n ) (see Appendix B), so that
ψe(r,Ω, t) = ∑
n,`,m
b′`m(t)Y
m
` (Ω)
(
r
R200
)`
,
= ∑
n
bn(t)ψ[n](r) , (26)
where ψ[n](r),Ym` (Ω)u`mj (r). The first equality in Eq. (26)
corresponds to the inner solution of the three-dimensional
potential whose boundary condition is given by Y`m(Ω)b′`m
on the sphere of radius R200 (defined below). Since the basis
is biorthogonal, it follows that
bn(t) =
(∫
d`mn (r)
(
r
R200
)`
dr
)
b′`m(t) . (27)
It is therefore straightforward to recover the coefficient of the
3D external potential from that of the potential on the sphere.
2.4 Induced correlations in the halo
Our purpose is to characterize statistically the response of
the dark matter halo to tidal perturbation and infall. This
is best done by computing the N-point statistics of the per-
turbed density field. Let us start with the two-point corre-
lation. From Eq.(18) the variance-covariance matrix of the
response is given by〈
aˆ · aˆ∗>
〉
=
〈 [
Kˆ · bˆ+ Qˆ · cˆ
]
· (1− Kˆ)−1 ·
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(1− Kˆ)−1∗> ·
[
Kˆ · bˆ+ Qˆ · cˆ
]>∗ 〉
. (28)
This expression of the n × n matrix, 〈 aˆ · aˆ∗>〉 involves
autocorrelation terms like the components of 〈 bˆ · bˆ∗>〉 (the
tidal field) and 〈 cˆ · cˆ∗>〉 (the source of infall), but also cross-
correlation terms such as the components of 〈 bˆ · cˆ∗>〉. For a
spherical harmonic basis, the induced density perturbation
reads (see Eq. (B2) in Appendix B)
ρ(r,Ω, t) =∑
n
anρn(r) = ∑
n`m
an`m(t)Y
m
` (Ω)d
n
`m(r) , (29)
The functions dn`m(r) depend on the chosen basis. An exam-
ple is given by Eq. (B3). Again, n stands here for n, `,m,
respectively the radial, alt-azimuthal and azimuthal “quan-
tum” harmonic numbers. As a consequence the two-point
correlation function for the perturbed density reads〈
ρ(r,Ω+ ∆Ω, t+ ∆t)ρ(r′,Ω, t)
〉
= ∑
n`mn′`′m′
Ym` (Ω)×
Ym
′∗
`′ (Ω+ ∆Ω)d
n
`m(r)d
n′
`′m′ (r
′)〈an`m(t)an
′∗
`′m′ (t+ ∆t)〉 , (30)
The statistical averages, 〈an`m(t)an
′∗
`′m′ (t+∆t)〉 are given by the
temporal inverse Fourier transform of Eq. (28). If the per-
turbation is stationary and statistically rotationally invariant
〈an`m(t)an
′
`′m′ (t + ∆t)〉,Cnn
′
` (∆t)δ
m′
m δ
`′
` . The correlation func-
tion then obeys〈
ρ(r,Ω+ ∆Ω, t+ ∆t)ρ(r′,Ω, t)
〉
=
∑
nn′`m
P`(cos(γ))dn`m(r)d
n′
`m(r
′)Cnn
′
` (∆t) , (31)
where γ stands for the angle between Ω and Ω′. Evaluat-
ing Eq. (31) for γ = 0, ∆t = 0, r = r′ gives a measure of
the cosmic variance of the amplitude of the response of the
halo as a function of radius r. The full-width half maximum
(FWHM) of 〈ρ(r,Ω+ ∆Ω, t)ρ(r,Ω, t)〉 is a measure as a func-
tion of time, t, and radius, r, of the angular extent of the en-
semble average mean polarization. Conversely, the FWHM
of 〈ρ(r,Ω, t)ρ(r+ ∆r,Ω, t)〉 is a measure of its radial extent in
the direction Ω. Note that Eq. (6) together with (17) yield a
description of the response both in position and velocity. For
instance, Eq. (21) allow us to predict the induced correlations
amongst streams. Applications of Eqs. (28)-(31) (and their
non-linear generalization in Section 3.2) will be discussed in
greater details in Section 5.
2.4.1 Link with propagators
Let us emphasize that the splitting of the gravitational field
into two components, one originating outside of R200, and
one from the inside, via point particles obeying the distribu-
tion se(r,v, t) is somewhat ad hoc from the point of view of
the linear dynamics. It is convenient from the point of view
of themeasurements, and crucial for the non-linear evolution
(described below), or the ensemble average, as shown above.
4 It allows us to specify the statistical characteristics of the in-
fall without having to refer to the properties of the object on
which this infall occurs.
4 One should account for the fact that ψe should be switched on
long before any particles enter R200 since no particle is created at the
boundary.
Figure 3. diagrammatic representation of the expansion to second-
order given in Eqs. (42)-(43). The top diagram states that one should
sum over all orders in the coupling in order to model the non-linear
response of the halo; The second diagram from the top stands for
Eq. (42) and the third for Eq. (43). The loops correspond to the self-
coupling i.e. the self-gravity response of the halo to the perturbing
flow. The second diagram corresponds to the “propagation” of the
double excitation (see also Appendix A for a discussion of the distri-
bution function propagator in angle-action variables): the input are
the external potential, ψe (through its bn coefficients) and the source,
se (expanded over the cn coefficients); the output is the coefficient of
the expansion of the inner potential. The coupling is achieved via the
operator Ki and Qi defined by Eqs. (41)-(3.1.2) and (D4), while the
contraction is achieved by Eq. (44), (45) and is represented by the
wiggly horizontal line.
We discuss in appendix A the formulation of the response
of a self-gravitating sphere in terms of a propagator (i.e. the
Green function of the collisionless Boltzmann-Poisson equa-
tion). This formulation is mathematically equivalent to the
approach described above, but there we relied on Gauss’s
theorem to reproject all the information beyond R200 back
onto the virial sphere. This information involves two con-
tributions: one relative to particles beyond R200, which con-
tribute to the tidal field, the other relative to particles en-
tering R200 which contribute to se(Ω,v)) The main asset of
this formulation is to localize the boundary, which is possible
since the interaction is purely gravitational, at the expense of
having two sources of different nature. In particular, this im-
plies that the environment may be characterized once and for
all, independently of the detailed nature of the inner halo.
In this section, we assumed that the polarisation of the
halo was linear. This hopefully provided some insight for
some aspects of the dynamics, but effectively ignores non-
linear phenomena such as dynamical friction or tidal strip-
ping. Let us now expand perturbation theory to higher or-
ders.
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3 NON-LINEAR PERTURBATIVE RESPONSE
In the following, we describe, using perturbation theory, the non linear response of the halo to material entering at the virial
sphere. It is assumed that the perturbation is first-order in the hierarchy, and that the halo is dynamically stable. This should
warant the validity of the expansion. We use the angle-action variables of the unperturbed system as canonical variables and
investigate the non-linear evolution of the infall and the tidal excitation.
In essence, the key is to expand the potential onto the biorthogonal potential density basis which allows us to decouple position-
velocity and time (ie separation of variable), and solve in turns each order of the perturbation expansion.
3.1 Perturbative expansion
Recall that the dynamical equation of an open system characterized by its distribution function, F is given by Eq. (1). Let us
expand again F as
F = F+∑
n
εn f (n) , and H = H0 +∑
n
εnψ(n) , (32)
where the unperturbed equilibrium is characterized by the distribution function, F(I). Note that (n), the order of the expansion
should not be confused with n , (n, `,m). Finally, it is assumed that the external perturbation enters as a first-order only, i.e.
se ∝ ε and ψe ∝ ε. In short, the rewriting of Eq. (1) to order εn yields:
∂ f (n)k
∂t
+ ık ·ω f (n)k =
(
∂F
∂I
· ık[ ψ(n)k + δ1nψek]−
n−1
∑
k=1
{ψ(k), f (n−k)}k + δ1nsek
)
. (33)
In the following, we solve Eq. (33) recursively, order by order, to recover the perturbative response of the halo to the tidal
interaction and infall. We expand both the potentials and the source term over a biorthogonal basis, so that, with (n) refering to
the order in the hierarchy and [p] to the label in the basis
ψ
(n)
k (I, t) =∑
p
a(n)p (t)ψ
[p]
k (I) , ψ
e
k(I, t) =∑
p
bp(t)ψ
[p]
k (I) , s
e
k(I, t) =∑
p
cp(t)σ
[p]
k (I) . (34)
Recall also that the exponent, [p], in Eq. (34) spans discretely a 3D or 5D space depending on the type of function basis. The
first-order solution for ap was given Eq. (12). Let us turn to the higher order equations.
3.1.1 Second-order perturbation theory
The second-order equation for a(2)p reads
a(2)p (t) = (2pi)3∑
n
∫ t
−∞
dτ a(2)n (τ)
(
∑
k
∫
dIψ[n]k (I)ψ
[p]∗
k (I)
∂F
∂I
· ık exp(ık ·ω[τ − t])
)
+
(2pi)3
∫ t
−∞
dτ∑
k
∫
dI exp(ık ·ω[τ − t])
{
f (1)(τ,w, I),ψ(1)(τ,w, I)
}
k
ψ
[p]∗
k (I) , (35)
where { f (1),ψ(1)} is the Poisson bracket of the perturbation to first-order. Now for a set ( f ,ψ) we have
{ f ,ψ}k =
∫
dw exp(−ık ·w)
{
∑
k1
fk1 (I) exp(ık1 ·w),∑
k2
ψk2 (I) exp(ık2 ·w)
}
. (36)
Therefore
{ f ,ψ}k = ∑
k1+k2=k
(
ψk2
∂ fk1
∂I
· ık2 − fk1
∂ψk2
∂I
· ık1
)
, ∑
k1+k2=k
q
fk1 ,ψk2
y
, (37)
where the sum is over k1 with k2 = k− k1. Given Eq. (6), Eq. (35) may be rearranged as
a(2)p (t) = (2pi)3∑
q1
∫ t
−∞
dτ1 a
(2)
q1 (τ1)
(
∑
k
∫
dIψ[q1 ]k (I)ψ
[p]∗
k (I)
∂F
∂I
· ık exp(ık ·ω[τ1 − t])
)
+
(2pi)3
∫ t
dτ1
∫ τ1
dτ2
(
∑
k
∫
dI exp(ık ·ω[τ1 − t]) ∑
q1,q2
[a(1)q1 (τ1) + bq1 (τ1)]×
∑
k1+k2=k
s
exp(ık1 ·ω[τ2 − τ1])
[
∂F
∂I
· ık1 [a(1)q2 (τ2) + bq2 (τ2)]ψ[q2 ]k1 (I) + cq2 [τ2]σ
e,[q2 ]
k1
(I)
]
,ψ[q1 ]
k2
{
ψ
[p]∗
k
)
. (38)
Note that the r.h.s. of Eq.(38) is linear in a(2) while it is quadratic in a(1), b(1), c(1), involving products such as a a, a c, b c and so
on. More generally, the perturbation theory at order (n) is linear in a(n). Note also that Eq. (38) involves a double ordered time
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Figure 4. reordered diagrammatic representation to second-order (first-order included) of the expansion given in Eqs. (42)-(43). This time only
bn and cn are inputs. The closed loop accounts for the self-gravity and represents (1− Kˆ1)−1. The thin loop traces the fact that the perturbed
potential contributes also directly to the second-order term via a1 + b (see Eq. (43) for details). Note that in each diagram, each oblique line
represents a sum over k and a time integral. The dashed line stands for infall coupling, while the thick line stands for the tidal coupling.
integral over τ1 and τ2 of the source coefficient, cq1 (τ1) and cq2 (τ2), which accounts for the fact that, non-linearly, the relative
phase of the accretion events matter (Eq. (D12) gives the analogue to Eq. (38) in the complex frequency plane). Eq (38) includes
in particular a term like
exp(ı(k1 + k2) ·ω[τ1 − t]) exp(ık1 ·ω[τ2 − τ1])ψ[p]∗k1+k2 ∑
q1,q2
 ∂σe,[q2 ]k1
∂I
ψ
[q1 ]
k2
−
∂ψ
[q1 ]
k2
∂I
σ
e,[q2 ]
k1
(a(1)q1 (τ1) + bq1 (τ1)) cq2 (τ2) (39)
which involves the rate of change of the source term with respect to action variation (via ∂σe,[q2 ]k1 /∂I) modulated twice over time
as exp(ı(k1 + k2) ·ω[τ1 − t]) exp(ık1 ·ω[τ2 − τ1]). In Appendix D4 we attempt to demonstrate by perturbatively expanding the
linear solution with respect to the (higher order) perturbed actions and angles, that the second-order expansion has dynamical
friction built in. A more rigorous demonstration is in order.
3.1.2 Synthetic hierarchy
The second order solution can be synthetically written by introducing tensorsK2 andQ2 similar to those defined in Eq. (15) and
Eq. (16) to express the first order solution as Eq. (17). These latter tensors will now be refered to as K1 and Q1. Specifically, the
components of these tensors are defined as:
(K1)p,q1 [τ1 − t], (K)p,q1 [τ1 − t] = (2pi)3∑
k
∫
dI exp(ık ·ω[τ1 − t])ψ[p]∗k ψ
[q1 ]
k
∂F
∂I
· ık , (40)
(K2)p,q1,q2 [τ1 − t, τ2 − τ1] = (2pi)3∑
k
∫
dI exp(ık ·ω[τ1 − t]) ∑
k1+k2=k
s
exp(ık1 ·ω[τ2 − τ1])
∂F
∂I
· ık1 ψ[q2 ]k1 ,ψ
[q1 ]
k2
{
ψ
[p]∗
k , (41)
while Qi involves replacing ψ
[q]
k ∂F/∂I · k by σ
e,[q]
m . For instance,
(Q2)p,q1,q2 [τ1 − t, τ2 − τ1] = (2pi)3∑
k
∫
dI exp(ık ·ω[τ1 − t]) ∑
k1+k2=k
r
exp(ık1 ·ω[τ2 − τ1])σe,[q2 ]k1 ,ψ
[q1 ]
k2
z
ψ
[p]∗
k ,
This implies in particular thatQ1,Q given by Eq. (16). Note that each component of K2 has the same complexity as K1, i.e. the
perturbation theory is linear order by order; on the other hand it involves all the couplings in configuration space, hence the
double sum in k. With these definitions, Eqs. (12) and (38) read formally
a(1) = K1 · [a(1)1 + b] +Q1 · c , (42)
a(2) = K1 · a(2) +K2 · [a(1) + b]⊗ [a(1) + b] +Q2 · [a(1) + b]⊗ c . (43)
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where the dot operator is not merely a tensor contraction, but also involves a time convolution. For example, Z being a given
field:
(K1 · Z)p(t), ∑
q
∫ t
−∞
dτ(K1)p,q(τ − t)Yq(τ) , (44)
and similarly the higher order contraction rule over the fields Z1 ⊗ · · · ⊗ Zn is defined as:
(Kn · Z1 ⊗ · · · ⊗ Zn)p(t), ∑
q1,···qn
∫ t
dτ1 · · ·
∫ τn−1
dτn(Kn)p,q1,···qn (τ1 − t, · · · , τn − τn−1)Y1q1 (τ1) · · ·Ynqn (τn) . (45)
Note that the order of the argument does matter. (i.e. Eq. (45) defines a non-commutative algebra). Note also that the sum of the
order in each term corresponds to the order of the perturbation. For instance, in Eq. (43), the second term involves the product
of two first-order terms, while the first term is a single second-order term. Note finally that the contraction for the Qn involve a
summation over 5 indices, `,m, α, `′,m′, (whereas contraction over Kn involves only 3 indices: n, `,m). We illustrate and discuss
in Fig. (3) through synthetic diagrams the corresponding expansion. (See also Fig. (D1) in Appendix D for an expansion to
higher order). In appendix D, we show in Eqs. (D3)-(D4) how to rewrite Eq. (43) to order n.
As for all expansion schemes, the issue of the truncation arises. Depending on the physical process investigated, the truncation
order may vary. For instance, it may be legitimate to truncate the perturbation to second-order since the second-order is the
first-order for which dynamical friction is taken into account.
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3.2 Non-linear two-point correlation functions
Let us now re address the computation of the two-point cor-
relation function (cf. Section 2.4) of the response of the halo
to tidal excitation and infall while accounting for the non-
linearities described in Section 3.1.1. First, let us reshuffle the
hierarchy in a format which is best suited for the statistical
average of the non-linear response.
3.2.1 Reordering in b and c
Let us define F (ω, t), exp(ıωt) the Fourier operator, so that
F ·Z and F> ·Z are respectively the half-Fourier and inverse
half-Fourier transform of their argument Z. Calling
R1,F> · (1− Kˆ1)−1 · F , (46)
Eq. (43) (and its generalization Eq. (D3)) reads like a recur-
sion:
a(n),R1 · K[a(n−1) · · · , a(1),b, c] , for n > 2 , (47)
where K stands formally for some combination of Kn and
Qn. Note that K1 accounts for the self-gravity of the halo. If
the halo is very hot, this self-gravity may be neglected al-
together and R1 → 1. If not, we may define K′i,R1 · Ki,
Q′i,R1 ·Qi, and rewrite the recursive relations Eq. (47) with
K1, 0. For instance:
a(1) = R1 · (K1 · b+Q1 · c) = K′1 · b+Q′1 · c , (48)
which we can rearrange as:
a(1), Ab · b+ Ac · c (49)
where Ab,K′1 and Ac,Q′1. Let us also introduce K′′1 =
K′1 + 1. Similarly, the contribution of b’s and c’s to the sec-
ond order term for a can be expressed as:
a(2), Abb · b⊗ b+ Acc · c⊗ c+ Acb · c⊗ b+ Abc · b⊗ c . (50)
where
Abb = K
′
2 ◦K′′1 , Acc = K′2 ◦Q′1 +Q′2 ◦ [Q′1, I] , (51)
Acb = K
′
2 ◦ [Q′1,K′′1 ] , Abc = K′2 ◦ [K′′1 ,Q′1] +Q′2 ◦ [K′′1 , I] .
Here the bracket, [ , ] accounts for the differential composi-
tion, so that,
Acb · b⊗ b = K′2 · (Q′1 · b)⊗ (K′′1 · b)
= R1 ·K2 · (R1 ·Q1 · b)⊗ ([1+R1] ·K1 · b).
In appendix D1.2, we also show how to write an equation
similar to Eq. (50) for the third order contribution and more
generally for an arbitrary order (see Eq.D8).
3.2.2 Non-linear correlators
We may now complete the calculation of, say, the two-point
correlation function of the density, Cρ2 :
Cρ2 , 〈ρ(x1)ρ(x2)〉 =∑
n
n
∑
p=1
εn〈ρ(p)(x1)ρ(n−p)(x2)〉 , (52)
where xi = (ri, τi), i=1,2. Following Eq. (34), let us also
expand the response in density, ρ, over the basis function
{ρ[q](r)}q, so that
Cρ2 =∑
n
εn
n
∑
p=1
∑
q1,q2
ρ[q1 ](r1)ρ[q2 ](r2)〈a(p)q1 (τ1)a(n−p)q2 (τ2)〉 .
Now, given Eq. (48) and (50), wemay rearrange this equation
as:
Cρ2 = ε
2 ∑
q1,q2
ρ[q1 ](r1)ρ[q2 ](r2)
[
C{2}2 + εC
{3}
2 + . . .
]
. (53)
where C{2}2 is a simple reshuffling of Eq. (28), i.e::
C{2}2 = Ab×Ab · 〈b⊗ b〉+ Ac×Ac · 〈c⊗ c〉+ Ab×Ac · 〈b⊗ c〉+
Ac×Ab · 〈c⊗ b〉 , (54)
and:
C{3}2 = (Abb×Ab + Ab×Abb) · 〈b⊗ b⊗ b〉+
(Acc×Ac + Ac×Acc) · 〈c⊗ c⊗ c〉+
(Abc×Ac + Ab×Abc) · 〈b⊗ c⊗ c〉+
(Abb×Ac + Ab×Abc) · 〈b⊗ b⊗ c〉+
(Acb×Ab + Ac×Abb) · 〈c⊗ b⊗ b〉 . (55)
The × operator is non-commutative and guaranties that the
order is preserved in the dot contraction. Recall that Ab,K′1
and Ac,Q′1 , while Abb, Acc, Acb and Abc are given by
Eq. (52) (or in terms of the underlying distribution function,
F0(I), and the basis function, ψ[n](r) via Eqs (40), (41) and
(46) through the definitions of K1,Q1,K2 and Q2). It follows
from Eq. (55) that the non-linear two-point correlation will
involve at least the three-point correlation of the incoming
flux. We will see in Section 5 that this is a generic conse-
quence of mode coupling. Now the three point correlation of
the incoming flux, c, and the tidal field, bmay be reexpressed
in terms of the mean and the two-point correlations of those
fields while relying on Wick’s theorem, since we showed
in Aubert & Pichon (2005a) that these fields were approxi-
mately Gaussian. Appendix D2 presents formally the gener-
alization of Eqs. (54)-(55) for the N-point correlation function
to arbitrary order.
Equations such as Eq. (43) or its reordered version
Eq. (50) might look deceivingly simple. One should never-
theless keep in mind that the perturbation theory involves
an exponentially growing number of terms. This is probably
best realized by looking at diagrams such as Fig. (4) while
keeping in mind that each straight line represents a triple
sum over k = (k1, k2, k3) and a time integral (see also Ap-
pendix B). The prospect of achieving resummation (in the
spirit of what was achieved by e.g. Bernardeau (1992) for the
gravitational instability of the large-scale structures) given
the relative complexity of the double source expansion is
slim. Yet it might be possible to construct scaling rules (see
Fry (1984)) since gravity is also here the driving force. Let us
stress once again that the perturbative expansion accounts
explicitely, within its convergence radius, for all aspects of
the non-linear physics taking place within the R200 sphere.
3.3 Implication for dynamical friction and tidal stripping
One of the possible assets of this perturbative formulation is
that the incoming flux may describe a virialized object which
has a finite extent, and as such will undergo internal phase
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Figure 5. displays qualitatively a bundle of orbits (in their orbital
plane) which undergo dynamical friction and phase mixing within
the R200 radius. As expected, dark matter describing orbits which
initially are at the same position, but with “slightly” different ini-
tial impact parameters will end up in quite different regions at later
time. On the right the curve represents a possible angular distribu-
tion of a given entering object (for which the kinematic and angular
spread has been greatly exagerated). The caustics corresponding to
the successive rebound of the orbits is clearly visible here (Fillmore
&Goldreich (1984)). Note that the amplitude of the friction force was
ad hoc, and the self-gravity within the bundle was not taken into ac-
count.
mixing reflecting the fact that different points in the object
will describe different orbits, at different frequencies (see
Fig. (5)). In the perturbative regime, dynamical friction will
also account for both the overall drag of the object, but also
its tidal stripping (i.e. the fact that the less bound component
of the object will undergo a differential more efficient fric-
tion). Specifically, the deflection of perturbed trajectories will
correctly describe the balance (or lack thereof) between the
self-gravity of the entering flow and its tendency to be torn
by the differential gravitational field of the halo (which im-
poses the unperturbed different orbital trajectories). As such,
the flow paradigm implemented in this paper and in Aubert
et al. (2004), Aubert & Pichon (2005a) should allow for the
appropriate level of flexibility in defining what a structure
is and how time-dependent the concept is, within the self-
gravitating halo (see also Section 3.3.1).
Let us briefly discuss how to identify substructures
within the halo.
3.3.1 Substructure counts and distribution
The identification of substructures within a given halo is a
very promising but difficult topic. Once the boundary flow
has been propagated inwards, we have in principle access to
the full distribution function of the perturbation as a func-
tion of time. When the field f (v, r, t) is known inside R200,
wemay attempt to identify collapsed objects and apply some
form of count in cell statistics in order to characterize their
spatial distribution as a function of time. This would allow us
in particular to put aside objects which have been disrupted
by tidal stripping or phase mixing (indeed 10 % of the mass
of the halo is believed to remain in the form of virialized ob-
jects, while 90 % is disrupted by the tidal field). Recall that
the disruption process is in principle well described by the
perturbative expansion.
The criterion for the detection of objects must be car-
ried while accounting for both the density contrast and the
corresponding velocities. Indeed, we do not wish to identify
as objects local overdensities which may just correspond to
caustics or local wave reinforcement. Here we are interested
in the temporal coherence of objects.
For this purpose, we may coarse-grain the perturbed
distribution function both in position and velocity, with some
given smoothing function, W(r/Rs,v/Vs), and then apply
some thresholding (W ◦ f > fmin where ◦ stands for convo-
lution) on the amplitude of the distribution function, defin-
ing a set of connex regions. For each of these regions, we
may then compute the energy of the corresponding clump.
If it is negative, the clump will be labelled as bound for the
corresponding threshold ( fmin), and coarse-graining param-
eters (Rs,Vs). Note that since the response only involves the
perturbed density, one need not subtract the mean potential,
(which is quite a difficult task in general).
Once the bound regions are identified, we may compute
the corresponding mass and assign it to the bottom of the lo-
cal potential well. This procedure may be applied for a range
of threshold values, and standard statistical tools for diskrete
sources but in spherical geometry. We may in particular con-
struct in this manner the mass function of satellites as a func-
tion of radius, or, say the two-point correlation function ver-
sus mass and cosmic time. Both issues are subjects of strong
discussions when addressed through standard N-body sim-
ulations.
This time-dependent identification of virialized objects
is useful because of biasing, i.e. the fact that most observa-
tional tracers will only be sensitive to the more massive tail
of the mass function of virialized objects.
Conversely, we may want to label regions which match
the thresholding but not the requirement on binding energy,
i.e. identify caustics, cusps, and shells (Fillmore & Goldre-
ich (1984)). We may then characterize statistically the mean
distance between the apoapses (see Fig. (5)), which will in
general depend on Rs ,Vs and fmin but also on the underly-
ing equilibrium, via F(I) and on the statistical properties of
c through, say the distribution of impact parameters. Note
in closing that the competing effects of phase mixing, tidal
stripping and dynamical friction all assume that the under-
lying basis function reaches sufficiently high spatial frequen-
cies to resolve these phenomena. In practice, since the pro-
jection of the response (both linearly and non linearly) is
achieved over a basis which has a truncation frequency, `max,
there is a finite timescale, Tmax ∝ `max/〈ω〉 above which
phase mixing would induce winding at unresolved scales
(here 〈ω〉 represents the typical frequency of the dark mat-
ter in that region). Since the dynamical time is shorter in the
inner region of the galaxy, such a threshold is going to be
reached there first. Beyond this critical time, the dynamics is
inaccurately modeled for the corresponding clump. This is-
sue will be important for the non linear coupling of clumps,
since substructures entering the halo at later times will be
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dragged by streamers which are beyond the accuracy thresh-
old5.
4 QUASILINEAR EVOLUTION OF HALO PROFILE
The previous sections dealt with the halo polarization while
considering that perturbations were transients. In practice,
a halo undergoes recursive excitations from its environment
that will induce departures from its equilibrium state so that
it won’t remain static. In Appendix C we derive a quasi lin-
ear formalism for the collisionless open Boltzmann equation
in order to take this effect in account. This follows in essence
the work of Weinberg (1993), Weinberg (2001a), or Ma &
Bertschinger (2004), though the derivation differs. We intro-
duce here an explicit expression, valid at low redshift, for the
source of stochastic “noise”.We account explicitly for the cor-
relation induced by the entering material (as characterized
by Aubert & Pichon (2005a)) rather than rely on some ad hoc
assumption on its nature. We also account consistently for
the mean secular infall which adiabatically restructures the
mean profile.
4.1 Context and derivation
Gilbert (1970) gives a very elegant derivation from first prin-
ciples of the secular equation based on a 1/N (N being the
number of particles in the system) expansion of the col-
lisional relaxation equations presented by Bogolyubov &
Gurov (1947). Weinberg (1993), Weinberg (2001a) and Ma &
Bertschinger (2004) rely on the same expansion scheme to de-
rive their kinetic equation for the mean halo profile.
Weinberg (1993) focusses on the secular collective relax-
ation of a system induced by the finite number of particles
within a multiperiodic uniform medium, hence transposing
to collisionless stellar dynamics the derivation of Lenard-
Balescu (Lenard (1961), Balescu (1963)) applied originally to
plasma physics in order to describe the secular convergence
of such systems towards thermalisation.
Weinberg (2001a) derives a similar result for the spher-
ical halo in angle and action variables, while relying on
the Kramers-Moyal (Risken (1989)) expansion, which corre-
sponds to a Markovian description based on the transition
probability of a change in action induced by the interaction
with a dressed particle cloud. His Fokker Planck coefficients
differ slightly from Eqs. (C13)-(C14) in that the spectral prop-
erties of 〈bˆnbˆn′ 〉 are postulated in his case, while c, 0.
Ma & Bertschinger (2004) construct a Fokker Planck
equation for the mean profile of a halo in a cosmic environ-
ment while relying on the constrained random field of peaks
in the standard cosmological model to derive the drift and
diffusion coefficients from first principles. Their derivation
is dynamically accurate to second-order in the perturbation
theory (in position velocity space) and relate the kinetic coef-
ficients to the properties of the underlying linear power spec-
trum. In contrast to the theory presented here, their kinetic
equation describes the very early phase of halo formation,
5 these limitations are also clearly encountered in classical N-body
simulations
whereas we focus here on the quasilinear evolution (in angle
action space) of fully relaxed equilibria at low redshift.
In Appendix C, we account explicitely for the nature
of the perturbation’s power spectrum as defined in Aubert
& Pichon (2005a) and present an explicit derivation for the
Fokker Planck equation obeyed on secular time scales by the
distribution function in angle action. It is natural to use these
variables to describe a relaxed collisionless halo since they
allow to split the dynamics into a secular (phase averaged)
and a fluctuating part.
Even though individual darkmatter particles obey a col-
lisionless dynamics, the phase average (“ensemble average”)
distribution for the open system satisfies a collisional kinetic
equation where the clumpiness of the open medium breaks
the mean field approximation (see also Ma & Bertschinger
(2004)). Indeed, individually, clumps and tidal remnants de-
flect the actions of the underlying distribution in a stochastic
(but correlated) manner, so that in the mean ensemble sense,
the coarse-grained distribution (i.e. the distribution averaged
over the angles) obeys a collisional diffusion of the Fokker
Planck type. In this formulation, the graininess of the system
(as defined by the second-order closure of the BBJKY hier-
archy of the N-point distribution) corresponds to the mean
number of clumps expected in the halo, while the detailed
(kinetic and angular) power spectrum of the gravitational
fluctuations is given by the cosmogony.
It is usual in plasma physics to take a two-time scale
approach to the Boltzmann equation. The short time scale
describes the system’s dynamics on the dynamical (orbital)
time scale, while the longer time scale corresponds to the sec-
ular evolution. The Action-Angle variables are best suited
here. This time scale separation procedure leads to the fol-
lowing system of equations:
∂ f
∂t
+ω · ∂ f
∂w
− ∂ψ
∂w
· ∂F
∂I
=
∂ψe
∂w
· ∂F
∂I
+ se, (56)
∂F
∂T
=
〈[
∂ψ
∂w
+
∂ψe
∂w
]
· ∂ f
∂I
〉
T
−
〈[
∂ψ
∂I
+
∂ψe
∂I
]
· ∂ f
∂w
〉
T
+Se, (57)
In Eq. (56) and (57) se and Se stand for the perturbative and
secular advected source terms, while f stands for the fluc-
tuating distribution and F stands for the secular distribution
function (see Appendix C for details). The bracket around
the quadratic terms stands for a time average over a sec-
ular time, T which is long compared to dynamical time, t
(taken by a dark matter particle to describe its orbit). If we
fix F(I, T), Eq. (56) corresponds exactly to Eq. (5) whose so-
lution was described in Section 2.1. This formal solution may
then be injected in the quadratic terms of Eq. (57). Following
this route, we show in Appendix C how to rearrange Eq. (57)
as a Fokker Planck equation:
∂F
∂T
= 〈D0(I)〉 − 〈D1(I)〉 ·
∂F
∂I
− 〈D2(I)〉 : ∂
2F
∂I2
, (58)
where D0, D1 and D2 are given by Eqs. (C13)-(C15), while :
stand for the total contraction.
The D0 term enters here because the halo is an open sys-
tem, which may receive or lose mass. The drift term with the
factor D1 accounts for the dynamical friction induced by the
polarization cloud around the tidal remnants; the diffusion
term with the factor D2 arises because of the fluctuations
in the potential (both tidal and associated with the infalling
dark matter) induced by the clumps. The diffusion term will
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Figure 6. Left panel schematic representation of the successive deflection of a given orbit on correlated clumps within the halo in position
space. Each clump is represented with its polarisation cloud. The gray scale coding in the cloud reflects their spatial and temporal correlation
within the clumps. During the deflections, the orbital parameters change (though the individual change is here grossly exagerated). Right panel:
the same orbit as viewed in angle-action variables. The dynamics in these variable is straightforward (it corresponds to straight lines obeying
w = ω(I)t +w0) and the diffusion process resembles brownian motion obeying a Langevin equation the particle receiving a random kick at
each deflection, represented by a change in colour which reflects the fact that the “collision” is instantaneous in constrast to the time interval
separating two collisions
in general induce a spreading of the energy distribution by
accelerating some orbits to higher energies while decelerat-
ing some other ones. The polarization cloud will in general
induce a drag on the clumps, represented by the D1 term.
Note that the former should be independent of the mass of
the clump (since the energy is exchanged via the mean field)
while the latter will not (since more massive clump polarize
the medium more). From the point of view of the entering
dark matter, the net effect is therefore a segregation process
in which the more massive clumps fall in (as discussed by
Gilbert (1970)).
According to Risken (1989), the corresponding Langevin
(Langevin (1908)) equation reads (when the source term, D0
is omitted)
∂I
∂t
= ∆1(I) + ∆2(I) · ξ(t) . (59)
Here ∆1(I) and ∆2(I) are given in terms of D1(I) and D2(I)
by
∆2 = D
1/2
2 , and ∆1 = D1 −D1/22 : ∇ID1/22 ,
where [D2]1/2 stands for the square root of the matrix D2
which is computed via diagonalization, provided the eigen-
values are positive. The 3D random field, ξ(t), should have
spectral properties which reflect that stochastic properties of
b and c. The probability distribution of the solution to the
stochastic equation, Eq. (59), obeys the Fokker Planck Equa-
tion, Eq. (58). In this form, the effect of diffusion on the de-
parture from phase mixed equilibrium is easily interpreted.
4.2 Prospects for universal halo profiles
As has been suggested and illustrated by Weinberg (2001a)
and Ma & Bertschinger (2004), it would be very worthwhile
to use Eq. (58) and predict the asymptotic darkmatter profile,
(and, say the cosmic evolution of the concentration parame-
ter) which will be shaped in part by encounters and interlop-
ers.
Note that the diffusion coefficients, Di are relatively
straightforward to compute for a given halo model, F(I) but
Eq. (58) corresponds to an evolution equation for F(I) and
will in practice require re evaluating the coefficients for dif-
ferent values of F.
Let us now draw constraints on the stationary solutions
of Eq. (58). Again (following Section 5), this may be done in
one of two ways: take D0, D1 and D2 as given function of
the actions, and deduce what equation F should obey from
requiring that Eq. (58) has a stationary solution. (this is the
route first explored by Weinberg (2001b)); or, if we assume
that a given model, say a universal profile, should corre-
spond to the asymptotic solution of Eq. (58), we may find
the relationship relating the corresponding Di coefficients.
For simplicity, let us illustrate this second point while
neglecting here the fact that the diffusion coefficients depend
on the distribution function, and restricting ourselves briefly
to an isotropic distribution, F(E, T). Calling:
H(E) =
(
〈D1〉 ·ω+ 〈D2〉 :
∂ω
∂I
)
/ (〈D2〉 : ω⊗ω) , (60)
and Q(E) =
〈D0〉
〈D2〉 : ω⊗ω
, (61)
the stationary solution (∂F/∂T = 0) to Eq. (58) reads for-
mally:
F(E)=
∫ E
0
exp
[
−
∫ e3
e2
H[e1]de1
]
×{∫ e3
Q[e4] exp
[∫ e4
e2
H[e1]de1
]
de4
}
de3. (62)
This distribution function should satisfy the self-consistency
requirement that
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ρ(r) = 2
√
2
∫ 0
−ψ
F(E)
√
E+ ψdE, ∇2ψ(r) = 4piGρ(r). (63)
Imposing that F(E) obeys Eqs. (61)-(63) yields a non-linear
integral equation for the Di, i.e. a (admittedly indirect) con-
straint on the angular correlation of the external field. Sec-
tion 5 describes other means of constraining the power spec-
trum of the infalling dark matter. Weinberg (2001b) found it-
eratively the corresponding solution while making some as-
sumptions on the spectral properties of b in the régimewhere
c = 0. In the light of his investigation, he concluded that the
tidal excitation drives the halo towards a less steep profile.
It will be interesting to explore this venue with a realistic ac-
counting of the source of infall. The setting here would be
that the satellite problem and the cusp problem of dark mat-
ter halos might be the two sides of the same coin, so that the
evolution towards a universal profile might be triggered by
the actual infall of substructures.
Let us now return to the perturbative dynamics de-
scribed in Section 2, 3 and explore its implications for galax-
ies.
5 APPLICATIONS: HALO POLARIZATION, DISK
DYNAMICS AND INVERSION
Aubert & Pichon (2005a,b) provided a detailed statistical de-
scription of how dark matter falls onto a L? galactic halo:
how much mass is accreted as a function of time, how is it
accreted i.e. in what form, with what velocity distribution,
along which direction, and for how long? Putting the the-
ory described here and the tabulated measurements from
that paper together, allows us to address globally, and co-
herently dynamical issues on galactic scales in a statistically
representative manner.With the help of the theory presented
in Section 2, 3, we are now in a position to ask ourselves:
what are the expected features of a halo/galaxy induced by
their cosmic environement. Specifically, we may now “sim-
ply” propagate the cosmological framework and its statistics
to observables (describing the departure from spherical sym-
metry/stationnarity) on galactic scales. On these scales, the
realm of astrophysical applications for the perturbative open
solution of the Poisson-Boltzmann equations is extremely
wide. It is clearly beyond the scope of this paper to attempt
an exhaustive inventory. Rather, we shall here focus on a few
specific issues, for which we show how the open perturba-
tive framework improves our understanding, and allows for
a statistical investigation.
In particular, we shall restrict ourselves to settingswhere
the detailed geometry of the infall matters, since the theory
described above does account for the configuration and the
time lag involved in the accretion on top of L? galaxies.
Recall that the purpose of the statistical propagation is
threefold: (i) constrain the properties of the infall on the basis
of the observed distribution for the properties of galaxies and
their environement; (ii) predict some of the statistical prop-
erties of galaxies which are not directly observable, while re-
lying on the properties of the infall. (iii) weigh the relative
importance of the intrinsic properties of the disk+halo com-
pared to the strength of the environment.
We will distinguish three classes of problems; first we
will describe how to transpose to galactic scales (Section 5.1)
the classical probes used in cosmology to trace the large-scale
structures. We will then explore in Section 5.2 the implication
for the properties of external galaxies, and in Section 5.3 for
the structures within the Milky Way halo. Finally, we will
elaborate in Section 5.4 on the prospect of inverting the up-
coming data sets for the past history of our own Galaxy and
for field galaxies in the local group.
5.1 Cosmic probes in the neighbourhood of galaxies:
R200/10 < R < R200
A series of observational probes of the statistical properties
of the density field have been devised over the years, such
as weak lensing, galaxy counts, the SZ effect, X-ray or γ-ray
emissivity maps. In the light of large galactic surveys which
are available today, it becomes quite desirable to apply these
probes in the neighborhood of galactic halos in order to study
the dark matter distribution within the R200 radius. Some of
these tracers are only sensitive to the baryon density, which
need not trace directly the dark matter density. In this sec-
tion, we will systematically assume for simplicity a simple
biassing, though this assumption may be lifted (at the ex-
pense of extra non-linearities, see Section E3) provided the
biassing law is known (i.e. the observables are assumed to
scale like the dark matter density, or some power of it); we
refer to Section 3.3.1 for a brief discussion of thresholding,
which is bound to be important in practice.
The calculation described in the previous sections, to-
gether with the statistical measurements described in Aubert
et al. (2004); Aubert & Pichon (2005a,b) should allow us to
make statistical predictions about observables which may be
expressed in terms of the distributions of clumps within the
galactic halos, either via their gravitational potential, their
projected density or even their velocity distributions (e.g.
Galactic streams).
We will consider in turns observable which may be ap-
proximated as linear functions of the perturbed fields, either
in projected coordinates on the plane of the sky, or as seen by
an observer at the galactic center. We will also consider ob-
servables which involve quadratic functions of this field (e.g.
the square of the electron density), or even more non-linear
functions of the dark matter distribution within the virial ra-
dius (such as the locus of virialized clumps, which disolve
at a function of time). We will in particular build the two-
point statistics for these observables, since the mean of the
perturber is often zero by construction. Finally we will also
consider metals lines in absorptions systems, which involve
the cross-correlation of the density and the velocity fields.
Note that all these measurements could in principle be car-
ried as a function of redshift, or a function of the mass of
the halo, or while varying the anisotropy of the equilibrium
for the halo (by variing F(I) in e.g. K in Eq. (40)). Note fi-
nally that some tracers correspond to the scales of clusters,
and we will assume here that the measurements presented in
Aubert & Pichon (2005a) could be reproduced for these ob-
jects (whereas the theory described here is scale independent
provided the system is dynamically relaxed and spherical).
In this section, wewill focus on a couple of probes which
are supposed to scale linearly with the dark matter density in
the main text (weak lensing, SZ effect), and postpone to ap-
pendix E a presentation of other probes (X-ray emmissivity,
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dark matter desintegration, metal lines in absorption spec-
tra).
Note that all probes described below are a departure
from the mean profile of galactic halos (just as cosmic per-
turbation theory describes the growth of structure as a de-
parture form the mean density/expansion of the universe)
and as such, assume that we have a good understanding of
this profile. This will undoubtedly turn out to be a serious
observational constraint when attempting to ensemble aver-
age galaxies of various size and properties.
5.1.1 Weak lensing in stacked halos
Weak lensing corresponds to the deflection of light emitted
from background galaxies by the gravitational potential of
structures between those galaxies and the observer. It has re-
cently been used quite successfully to constrain the statis-
tical distribution of the large-scale structures. In the weak
lensing régime (Peacock (1999)), the relationship between
the observed convergence and the underlying projected dark
matter profile is approximated to be linear. Hence we may
straightforwardly propagate our statistical predictions for
the clumpy dark matter distribution around a dark matter
halo (or within the neighbourhood of clusters of galaxies pro-
vided some readjustment of the theoretical predictions de-
scribed in Aubert et al. (2004); Aubert & Pichon (2005a) on
these larger scales).
The cumulative deflection angle, α(θ,w), δx/rk(w) by
which light is deflected is given by
α(θ,w) =
2
c2
∫
dw′
rk(w′ − w)
rk(w)
∇⊥ψ(rk(w′)θ,w′) , (64)
where rk is the angular comoving distance,
dw,dr/
√
1− kr2 (k = 0,±1) and x the transverse co-
moving distance. Defining the convergence, κ(θ) by
κ(θ) =
1
2
∇θ · α(θ) , (65)
themean ensemble average convergence of the rescaled halo,
〈κ(θ)〉, reads:
〈κ(θ)〉 = 1
c2
∫
dw′
rk(w′ − w)
rk(w)
∇2⊥ψNFW(rk(w′)θ,w′) . (66)
Now recall that (cf. Eq. (8) where ψ[n] is given by Eqs. (B2)-
(B3) in Appendix B1.)
δψ(r) =∑
n
anψ[n](r) , hence δκ(θ) =∑
n
anκ[n](θ) , (67)
where
κ[n](θ) =
1
c2
∫
dw′
rk(w′ − w)
rk(w)
∇2ψ[n](rk(w′)θ,w′) . (68)
It follows that the correlation function of the relative conver-
gence obeys
〈δκ(θ)δκ(θ′)〉
〈κ(θ)〉2 =
1
〈κ(θ)〉2 ∑n,n′
〈anan′ 〉κ[n](θ)κ[n
′ ](θ′) , (69)
Hence, the statistical properties of the relative convergence
will depend on the statistical distribution of the clumps of the
halo through the {an} coefficients which are given in Eq. (28)
in terms of bn and cn.
In practice one has to devise an observational strategy,
given the expected size of the caustics of subclumps within
haloes of galaxies or clusters, the number of background
sources, and the expected number of foreground objects (i.e.
galaxies or clusters).
Finally, it is believed that one in a hundred large ellip-
ticals on the sky should undergo strong lensing. In the long
run, the statistical properties of such a non-linear signal will
be worth investigating within the framework described in
this paper (following the non-linear steps described in say,
Section E3).
5.1.2 Thermal S-Z effect of stacked halos
When the photons of the cosmic microwave background en-
ter the hot dense gaz within the clusters and galactic ha-
los, they interact with the electrons of the gaz. The diffusion
process transfers the energy of the photons to the electrons
which in turn reemit this energy at a higher frequency. The
corresponding spectral redistribution induces a local temper-
ature decrement seen in the temperature map of the clusters,
known as the thermal Sunyaev-Zeldovich effet (see e.g. Pea-
cock (1999)). The temperature decrement (at low frequency)
reads as a function of the distance to the cluster center, R :
∆T(R)
TCMB
= −2 kBσT
mec2
∫
dzne(z,R)Te(z,R) , (70)
where me, ne and Te are respectively the mass, the numerical
density and the temperature of the electrons, while σT is the
Thomson scattering section (6.65× 10−25cm2), c the speed of
light, kB Boltzmann’s constant, and TCMB is the Cosmic mi-
crowave background temperature.
Let us assume that the variation in temperature is small
compared to the variation of the electron number density6.
Let us also assume that the electron density is proportionnal
to the dark matter density (constant biassing) as mentioned
above. Let us define the departure from the cosmic average
for the profile as:
δ∆T(R) = ∆T(R)− 〈∆T〉(R) . (71)
The relative fluctuation of the temperature decrement reads:
1
〈∆T〉2(R) 〈δ∆T(R)δ∆T(R
′)〉= 1
ΣNFW(R)2
∑
n,n′
〈anan′ 〉 ×∫
dz
∫
dz′ρ[n](R, z)ρ[n
′ ](R′, z′) , (72)
where ΣNFW is the mean rescaled projected dark matter
mass profile. Note that the double integral in Eq. (72) is car-
ried over known functions and is just a geometric factor
which will depend on R,∆R, and ∆Θ only. Again, the knowl-
edge of the statistics of the {an} (which in turn only depend
on the equilibrium, F0, and the statistics of bn and cn at R200,
see Eq. (18) or (28)) therefore allows us to predict the sta-
tistical properties of the relative fluctuations in the tempera-
ture decrement. ALMA will soon provide detailed SZ maps
of clusters for which it should be possible to apply these tech-
niques.
6 Note that we may lift this assumption at the cost of nonlineari-
ties, provided we may rely on an equation of state to relate it to the
underlying density
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In closing, let us note that maps of SZ effects within
our own Galaxy will be available with the upcoming Planck
satellite, and will provide statistical information on the
small-scale distribution of local clumps. Recall finally that
appendix E presents other statistical probes of the outer
structures found in galactic halos (X-ray emmissivity, dark
matter desintegration, metal lines in absorption spectra).
Most of these probes could be used to say, probe the shape
of the density profile in the outer parts of galaxies, or the bi-
assing law relating dark matter to stars or gas.
5.2 Galactic structure: R < R200/10
In the previous section, we investigated the dynamical con-
sequences of the cosmic infall in the outer region of the halo.
Let us now turn to the regions of the halo where we expect
to find the galaxies themselves. At lower redshift, the galax-
ies essentially come in two flavours, ellipticals and spirals.
The response of ellipticals should follow closely that of the
dark matter halo since both components are hot enough not
to undergo gravitational instabilities. In effect, describing an
embedded “spherical” elliptical galaxy within a dark mat-
ter halo amounts to changing the distribution function to ac-
count for the presence of the elliptical and its possibly dis-
tinct kinematics.
For a disk or a very flattened spheroid, the situation be-
comes quite different. The cooler disk is likely to be either
drawn beyond its stability threshold by the perturbation, or
will respond much more strongly to the perturber than its
dark halo. Hence we need to model the disk component dif-
ferently. The proto-galactic environment is likely to be ex-
tremely noisy, particularly in outer regions, so that the halo
may perturb the disk by transmitting numerous disturbances
into the inner galaxy. Moreover, the inner halo may continue
to oscillate as it settles after the coalescence of advected ob-
jets. Halo oscillations may easily perturb the disk through
the time-dependent gravitational potential. Conversely, the
structural integrity of observed disks set limits on the degree
of disequilibrium in the proto-galactic halo.
Within the realm of features found in galactic disks, a
fraction are known to be the result of instabilities (e.g. galactic
bars), while others have been shown to correspond to tran-
sients (e.g. galactic warps).
With the advent of modern systematic surveys, it is pos-
sible to construct distributions corresponding to, say, the
fraction of spirals which fall within some Hubble type, or
the fraction of warps whose inclination is larger than some
angle, On the disk scale, we may construct the PDF of, say,
the pitch angle of dynamically induced spirals, or the PDF of
the extent of the bar, its amplitude, or less directly observed
the PDF of pattern speeds. Some of these processes depend
crucially on gas physics and will not be addressed here.
5.2.1 Pitch angle distribution for spirals
For stellar disks, the stars obey formally the same equation
as Eqs. (5)-(10), but this time the modes may be unstable,
and sometimes the disk cannot be treated in isolation from
the live halo in which it is embedded. On the other hand,
it is often well approximated as an infinitely thin structure;
such a 2D system becomes integrable again with two actions,
dJ,dJrdLz,D . Here Jr is the radial action of the stars in the
plane of the disk, and LzD is the momentum of the stars in the
disk. Following Weinberg (1998a) and adding some source
of infall at R200, we may describe the coupled system disk +
halo in the complex plane as(
aˆD
aˆH
)
=
(
KˆDD Kˆ∗DH
KˆDH KˆHH
)
·
(
aˆD
aˆH+bˆ
)
+
(
0
Qˆ
)
·
(
0
cˆ
)
,
where KˆHH is given by Eq. (D15), while
(
KˆDD
)
p,q =∑
k
∫
dJ
ψD
,[p]
k (J)ψ
D,[q]∗
k (J)
k ·ωD −ω
k · ∂FD
∂J
,
and a similar expression involving ψ[p]k (J)ψ
D,[q]∗
k (J) for the
cross term, KˆDH. See Pichon & Cannon (1997) for details rel-
ative to the disk. Here aˆD and aˆH are the coefficient of the
expansion for the disk and the halo respectively, FD is the dis-
tribution function of stellar stars within the disk, {ψD,[q](r)}q
the potential basis function over which the disk response is
projected, and ωD the angular frequencies of the stars in the
disk.
Let us first assume that the unperturbed disk is stable.
Solving the coupled equation for [aˆH, aˆD] yields (after half
inverse Fourier transform) the temporal evolution of the spi-
ral response as a function of time for a given tidal field, b(t)
and a given infall history, c(t). The pitch angle, I of the spi-
ral, defined by tan(I) = 1/pi
∫ pi
0
dθd logR/dθ (where R(θ)
corresponds to the crest of the spiral wave), is a non-linear
function of aD, which wemay write formally as I [aD]. Hence
we may ask ourselve what it’s cosmic mean, 〈I [aD]〉 is, given
that aˆD(ω) obeys
aˆD(ω) = KˆHD · [b+Q · c]
/
Det
∣∣∣∣ 1− KˆDD Kˆ∗DHKˆDH 1− KˆHH
∣∣∣∣ .
Note that I [aD]will depend on the statistical properties of b,
c and also on the distribution function for the halo, F(I), and
the distribution function for the disk, FD (J). More generally,
we may in this manner construct the full PDF of the pitch
angle, as a function of say, cosmic time, (or relative mass in
the disk or ... ) following the same route as sketched in Sec-
tion E3.
If the disk is intrinsically unstable, we must then add
to the driven response described above the unstable modes.
The amplitude of the response will then depend on exactly
when each unstable mode has been exited. Such a prescrip-
tion is beyond the scope of this paper.
5.2.2 Warp excitation
As mentioned earlier (López-Corredoira et al. (2002), Jiang &
Binney (1999)), warps are intrinsically stable modes of thin
disks which respond to their environment. The action of the
torque applied on the disk of a galaxy is different for different
angular and radial positions of the perturbation. The warp’s
orientation and its amplitude are functions of the external
potential.
The work done by the presence of perturbations on the
stellar system is
dE
dt
= −
∫
dr∇(ψ+ ψe) · ρv = −
∫
dr(ψ+ ψe)∇(ρv), (73)
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where ψ+ψe is the total potential perturbation (self-response
+ external component).
Using Eq. (19) and Eq. (73)
〈dE
dt
〉 = − ∑
n,n′
∫
dr〈[an′ (t) + bn′ (t)]∇ψn(r) · ×∫ t
−∞
dτK[2],n(r, τ − t) [an(τ) + bn(τ)] +Q[2],n(r, τ − t)cn(τ)〉.
The power spectra of potential fluctuations drive the en-
ergy rate of change through the cross-correlation between the
source and the potential.
Note in closing that the framework described in this pa-
per should allow us in the future to address the possibility of
warps induced by the accretion of gas.
5.3 Substructures in our own Galactic halo
Let us now turn to the Milky Way. Our knowledge of the
structure of its halo has increased dramatically in the course
of the last decade with the advent of systematic imaging and
spectroscopic surveys (e.g. SDSS, 2dF), both in the optical and
at longer wavelengths (e.g. 2MASS), and this observational
investigation will undoubtedly continue with efforts such as
RAVE, or the upcoming launch of GAIA. This has led to the
diskovery of quite a few substructures within our halo, both
in projection on the plane of the sky (tidal tails) as star counts
but also via kinematical features (streams). The extent of the
upcoming systematic stellar surveys will allow for a system-
atic analysis of the dynamical properties of Galactic substruc-
tures.
5.3.1 Extent of tidal tails and streams in proper motion &
galactic coordinates
The number of stars, dN, in the solid angle defined
by the Galactic longitudes and latitudes (`, b), ` (within
d`d(sin b)), with propermotions (µ`, µb), µ (within dµbdµ`)
at time t is given by (Pichon et al. (2002)):
dN, Aλ(µ, `, t)dµd` =
{∫∫
durr4dr f (r,u, t)
}
dµd` , (74)
The variables r,u are the vector position and velocity coordi-
nates (ur, u`, ub) in phase space relative to the Local Standard
of Rest, while r = (R,Φ, z) and v = (vR, vΦ, vz) are those rel-
ative to the Galactic centre. In particular, the radius r (within
dr) corresponds to the distance along the line of sight in the
direction given by the Galactic longitudes and latitudes (`, b)
(within the solid angle d` cos(b)db).
These velocities are given as a function of the velocities
measured in the frame of the sun by
vΦ =
1
R
(r¯ sin(b) sin(`)ub − r¯ cos(b) sin(`)ur−
r¯ cos(`)u` + r cos(b) (u` − sin(`)u¯) + (r¯ + r cos(b) cos(`)) v¯) ,
vR =
1
R
{(r cos(b)− r¯ cos(`)) sin(b) ub − r¯ sin(`) u`−
cos(b) (r cos(b)− r¯ cos(`)) ur+
r¯ u¯ − r cos(b) cos(`) u¯ + r cos(b) sin(`) v¯} ,
vz = sin(b) ur + cos(b) ub + w¯ , (75)
where
Φ = tan−1
(
r cos(b) sin(`)
R
,
r¯ − r cos(b) cos(`)
R
)
,
R =
√
r2¯ − 2r¯r cos(b) cos(`) + r2 cos(b)2 , and
z = r sin(b) . (76)
R measures the projected distance (in the meridional plane)
to the Galactic centre,Φ the angle in the meridional plane be-
tween the star and the Galactic centre, while z is the height
of the star. Here u¯, v¯,w¯ and r¯ are respectively the com-
ponents of the Sun’s velocity and its distance to the Galactic
centre.
Recall that Eq. (6) togetherwith Eq. (18) provides uswith
the full phase space distribution of the infall as a function of
the actions of the unperturbed halo. Let us call fn, the phase
space basis defined by
fn(r,v, τ), ∑
k
exp(ık ·ωτ + ık ·w) v ık · dF
dI
ψ
[n]
k (I), (77)
so that the perturbation at time t and position (r,v) reads
f (r,v, t) =∑
n
∫ t
dτ fn(r,v, τ − t)an(τ) . (78)
We may now seek the caracteristic signature in observed
phase space (today i.e. at t = 0), of a given perturbation.
A(`, µ) =∑
n
∫
dτan(τ)
∫
drr4
∫
dur fn(r[`, r],v[rµ, ur ], τ) , (79)
where v[rµ, ur ] is given by Eq. (75), and r[`, r] is given by
Eq. (76). In particular, we may compute the autocorrelation
of the kinematic count defined by
CµA(∆`,∆µ), 〈A(`+ ∆`, µ+ ∆µ)A(`, µ)〉 . (80)
It involves an integral over time of the autocorrelation of the
coefficients, 〈an(τ)an′ (τ′)〉 as
CµA =∑
n,n′
∫∫
dτdτ′〈an(τ)an′ (τ′)〉
∫∫
r4drr′4dr′
∫∫
durdu′r ×
fn(r[`, r],v[rµ, ur ], τ) fn′ (r[`+ ∆`, r],v[r′µ+ r′∆µ, u′r ], τ′).
Recall that 〈an(τ)an′ (τ′)〉 can be reexpressed in terms of
the coefficients of 〈 bˆ · bˆ∗>〉 and 〈 cˆ · cˆ∗>〉 and 〈 bˆ · cˆ∗>〉 via
Eq. (28). The width of the correlation, CµA(∆`,∆µ), both in ve-
locity space and in position space accounts for the expected
cosmic size of structures within the Galactic halo.
5.3.2 Angular extend of tidal tails
The marginal distribution over proper motions of Eq. (74)
yields the projection on the sky of the perturbation:
A(`, t) ,
∫∫
A(`, µ, t)dµ =
∫∫∫
durr4dr f (r,u, t)dµ , (81)
which can be derived from Eq. (79) but is also found directly
via integration over the density as
A(`, t) =∑
n
an(t)
∫
ρ˜n(r, `)r2dr , given
ρ˜n(r, `), ρn(R(r, `),Φ(r, `), z(r, `)) , (82)
where ρn is given by Eq. (8) and e.g. R(r, `) is given by
Eq. (76). Note the generic difference between Eq. (79) and
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(82): the former involves the explicit cumulative knowledge
of an(τ) for all τ since it involves a kinematical (inertial)
quantity, µ, while the latter only require the knowledge of
the current an(t). This difference is weaker than it seems in
practice, since self-gravity implies that an(t) depends in turn
on the previous an(τ) via Eq. (17). The corresponding angu-
lar correlation reads
CA(∆`) , 〈A(`+ ∆`)A(`)〉 =
∑
n,n′
〈an(t) an′ (t)〉
∫∫
drdr′ r′2r2ρ˜n[r, `]ρ˜n[r′, `+ ∆`] . (83)
The FWHM of the correlation defined by Eq. (83) corre-
sponds to the“cosmic” width of tidal stream projected on the
sky.
5.4 Past history of galaxies : dynamical inversion
Let us now see how the theoretical framework presented in
Section 2 and Section 3 may be applied to invert observed
properties of galaxies back in time and constrain the past in-
fall and the tidal field on a given dark matter halo. In short,
the idea is to notice that the perturbation theory provides an
explicit relationship between the response and the excitation
of the inner halo which we can tackle as an integral equa-
tion for the source. 7 Let us present first the inversion for
our Milky Way (Section 5.4.1), then to extra galactic stellar
streams (Section 5.4.2).
5.4.1 The Galactic inverse problem
Let us rewrite formally Eq. (79) as A(`, µ) = A`,µ · a , where
the dot product accounts for both the summation over n and
the integration over τ (cf. Eq. (44)). Let us assume that we
have access to kinematic star counts, i.e. to a set of measure-
ments {Ai, A(`i, µi)}i6n. We want to minimize
χ2 =∑
i
(
Ai −A`,µi ·R1 · (K · b+Q · c)
)2
, (84)
subject to some penalty function. Recall that R1 is given by
Eq. (46) and accounts for the self-gravity of the halo. Let us
formally rewrite againA`,µi ·R1 · (K1 ·b+Q1 · c),M · b˜, with
b˜ = [b, c]. Let us also write A = (Ai)i6n. The solution to the
linear minimisation, Eq. (84) reads
b˜,M(−1)λ ·A = (M> ·M+ λP)−1 ·M> ·A , (85)
where P is some penalty which should impose smoothness
for b and c both angularly and as a function of time. For in-
stance, For the b field we could use (see, e.g. Pichon et al.
(2002)):
P[b`m] =∑
`
[(`+ 1)`]2
∫
dωω2|Cˆ`|, where Cˆ`(ω), 〈|bˆ`m|2〉 ,
(so that large ω and ` are less likely in the solution) and a
similar expression for the c field which should also impose
smoothing along velocities. The penalty coefficient, λ, should
7 Since our treatment of the dynamics (including the self -consistent
gravity polarisation) is linear order by order, we may in principle
recover the history of the excitation.
be tuned so as to provide the appropriate level of smooth-
ing. In practice, it might be necessary to impose further non-
linear constrains on the solution, b˜, such as requiring that the
excitation is locally as compact and connex as possible on the
R200 sphere. This can be done via some form of non-linear
band pass filter in the prior, in order to limit the effective de-
gres of freedom in b˜.
Accounting for non-linearities.
The non-linear solution, Eq. (50) may be formally rewrit-
ten as a2,M2 · b˜⊗ b˜, so that the perturbative inverse reads
b˜,M(−1)λ ·A−M
(−1)
λ ·M2 · (M
(−1)
λ ·A)⊗ (M
(−1)
λ ·A) , (86)
(whereM(−1)λ is defined by Eq. (85)) provided the regime for
the perturbative expansion applies. If not, we may still find
the best non-linear solution to the penalised likelihood prob-
lem of jointly minimizing ||A −M · b˜ −M2 · b˜ ⊗ b˜||2 + λP,
while using Eq. (86) as a starting point.
When proper motions measurements are not available
(i.e. we only have access to star counts), Eqs. (84)-(86) still
apply with some straightforward modifications, but the con-
ditioning of the problem should decrease significantly, since
the dynamics is less constrained.
For a data set such as GAIA, we shall have access to
the full 6-dimensional description of phase space for some
of the stars (via radial velocity measurements and paralax)
or at least 5 dimensionnal measurements (`, b, µ`, µb, ur).
Recall that in practice, the fields, b and c are respectively
three-dimensional (2 angles and time) and 5 -dimensional
(2 angles, time and 3 velocities). Consequently the in-
verse problem is generically very ill-conditioned since data
space is either two (`, b), four (`, b, µ`, µb), five -dimensional
(`, b, µ`, µb,pi), or six dimentionnal (`, b, µ`, µb,pi,vr). In fact it
is anticipated that the conditioning is even poorer because
the dynamical evolution involves damped modes, implying
an exponential decay ( which corresponds to a major chal-
lenge for extrapolation). It remains that the weakly damped
modes should be tractable back in time up to some horizon,
which will depend on the nature of the halo (via the condi-
tioning of Mλ defined in Eq. (85)), the volume of data, and
the signal to noise ratio in the measurements.
Let us close this discussion of the inverse problem by
emphasizing again the true complexity of the implementa-
tion: Eq. (85), and its non-linear counterpart, Eq. (86), include
via the dot product large sums over n and integrals over τ.
M and M2 are functions of A`,µ (which require a couple of
integrals) and Abb etc...which are themselves functions of Ki
(Eq. (52)) (which involves the underlying distribution func-
tion, F0(I), and the basis function, ψ[n](r) via Eqs (40), (41)
and (46)).
5.4.2 Extra galactic inverse problem
Streamers (or tidal tails) in external galaxies may also be in-
tegrated backwards through the same procedure. It will in-
volve the deprojection of the stream and of the underlying
halo. Observationally we have access to σ(R, t0) the surface
density of the streamer (or σ(R, vr, t0) if integral field spec-
troscopy is available), and Σ(R) the projected surface density
of the halo. Deprojection of Σ gives ρ and in turn F(E) if the
halo is assumed to be isotropic, stationary and spherical. The
projected distribution reads in terms of the underlying an:
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σ(R, vr) =∑
n
∫∫
dv⊥dz
∫ t
dτ fn(R, z, vr,v⊥, τ − t)an(τ) . (87)
We may rewrite formally Eq. (87) as σ = Aσ · a where
σi, σ(Ri, vr,i), so that the left-hand side corresponds to a
cube of data. Recall once again the dot product correspond
to both a summation over n and an integration over time.
Eq. (87) then reads in terms of b and c (via Eq. (17)):
σ = Aσ ·R1 · (K · b+Q · c) ,
Following exactly the same route as Section 5.4.1, we may in-
vert (linearly or non linearly) this equation for b and c given
some prior on the smoothness of b and compactness of c.
Such a procedure could be applied to, say, the M31 stream or
the antenna galaxy.
In contrast to the Galactic inverse problem, it will in
principle be possible to reproduce the inversion process on a
statistical set of halos, which would allow us to compare di-
rectly to the predicted statistical properties of the b and the
c (though clearly the bias introduced by the penalised inver-
sion would have to be accounted for).
This completes our rapid survey of possible applications
for the perturbative treatment of the dynamics of an open
halo.
6 CONCLUSION
In the last few years, with the observational convergence
towards the concordant cosmological model (ΩΛ = 0.7,
σ8 = 0.9 etc... ), a significant fraction of the interest has shifted
towards smaller scales. Indeed it now becomes possible to
project down to these scales some of the predictions of the
model. This in turn offers the prospect of transposing there
what has certainly been a key asset of modern cosmology,
both observationally and theoretically: statistics. This is a re-
quirement both from the point of view of the (often under-
stated) variety of objects falling onto an L? galaxy, but also
because of the sheer size of the configuration space for in-
fall. It is also a requirement from the point of view of the
non-linear dynamics within the dark matter halo in order to
account for the relative time ordering of accretion events. Be-
cause of the continuous infall, halos are typically not in fully
phase mixed equilibria, and the resulting fluctuation spec-
trum may seed or excite the observed properties of galaxies.
In this paper, we aimed at constructing a self-consistent
description of dynamical issues for darkmatter halos embed-
ded in a moderately active cosmic environment. It relied en-
tirely on the assumption that the statistics of the infall is well-
characterized, as described in Aubert & Pichon (2005a,b),
and that the mass of the infalling material (or to a lesser ex-
tend that of the fly-by) should be small compared to the mass
of the halo. It also assumed that the halo was spherical and
static or evolving adiabatically (Section 4). The emphasis was
on the theoretical framework, rather than the details of the
actual implementation. In other words, we aimed at describ-
ing a self-consistent setting which allows us to propagate the
cosmological environment into the core of galactic halos.
In Section 2, we derived the dynamical equations gov-
erning the linear evolution of the induced perturbation by di-
rect infall or tidal excitation of a spherically symmetric (inte-
grable) stationary dark matter halo. The simplified geometry
of the initial state allowed us to focus on the specificities of
an open system. Specifically, we revisited the influence of the
external perturbations on the spherical halo, and extended
the results of the literature by considering an advection term
in the Boltzmann equation. This approach was compared to
the classical Green solution in Appendix A. Note that both
the intrinsic properties of the halo, via the distribution func-
tion, F (Eq. (15)), and the environment, via (se,ψe) (Eq. (16)),
of the the infall and the tidal distortion were accounted for.
Clearly the subclass of problems corresponding to tidal per-
turbations only will turn out to be easier to implement at
first. Appendix B presents the details of the angle action vari-
ables on the sphere together with an explicit expression for
the kernel, K.
In Section 3, we derived the non-linear response of the
galactic halo to second-order (Eq. (43)) in the perturbation
(and to order n in Appendix D together with the correspond-
ing N-point correlation function) to account for tidal strip-
ping and dynamical friction. The dynamics was “solved” it-
eratively, in the spirit of the successful approach initiated
in cosmology by Fry (1984) and considerably extended by
Bernardeau (1992). In particular we presented and illustrated
a set of diagrams (Fig. (3), (D1)), each corresponding to the
contribution of the perturbation expansion. Though the ac-
tual implementation of the non-linear theory is going to
be CPU intensive, we argue that it will improve our un-
derstanding of the competing dynamical processes within a
galactic halo. In particular, we discussed how this non-linear
theory provides the setting in which substructure evolution
(and destruction) will have to be carried, in order to account
for e.g. tidal stripping.
In Section 4 we presented the Fokker Planck equation
governing the quasilinear evolution of the mean profile of
the ensemble average halo embedded in its cosmic environ-
ment. Specifically we showed how the infall, drift and dif-
fusion coefficients (Eqs. (C13)-(C15)) are related to the two-
point correlation of the tidal field, and incoming fluxes. Ap-
pendix C gave a derivation of this equation from first princi-
ple, while in the main text, we focussed on the bibliographic
context and possible applications. The key physical ingre-
dient behind this secular evolution theory was the stochas-
tic fluctuation caused by the incoming cosmic substructures.
The key technical assumption was that the two time scales
corresponding to the relaxation processes and the dynami-
cal evolution decouple. Hence we could assume a hierarchy
in time so that the distribution function is constant in time
when computing the polarization.
Finally, in Section 5 we considered in turn a few classi-
cal probes of the large-scale structures which had been used
in the past to constrain the main cosmological parameters
and the initial power spectrum, which we transposed to
the galactocentric context. Note that these are built upon ob-
servables, hence they may be used to constrain the bound-
ary powerspectrum of the an. Since Eq. (64), (70), (E1), and
(E10) involve different combinations of 〈anan′ 〉, theywill con-
strain them at different scales with different biases, which
should ultimately allow us to better characterize the power
spectrum. This situation is the direct analogue of the cosmic
situation, where the different tracers (weak lensing, Ly-α for-
est, CMB etc..), constrain different scales of the cosmological
power spectrum (with different biasses). Note also that our
knowledge of the statistical properties of the boundary (via
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the bn and cn coefficients) together with some assumptions
on the equilibrium F0 allows us to generate given realizations
of the an as shown in Aubert & Pichon (2005a) and therefore
virtual observables for any of these data sets, for the purpose
of e.g. validating inverse methods. We investigated the con-
sequences of the infall down to galactic scales and showed
how it could be used to account for the observed distribution
of disk properties (spiral winding, warps etc... ). We demon-
strated how the analytical model (both linear and non-linear)
are quite useful when attempting to“invert” the observations
for the past accretion history a given galaxy.
Again let us emphasize that Eq. (17) and its non-linear
generalization (D3) and (C7) yield in principle the detailed
knowledge of the full distribution (inside R200) at later times.
Hence we should be in a position to weigh the relative im-
portance of the environment (via se and ψe) against the inner
properties of the galaxy: the unperturbed distribution func-
tion of the halo, F(I), (its level of anisotropy, the presence of
a central cusp etc... ) the disk, (its mass, its profile, its distri-
bution function, F(J) etc... ).
The work presented here derives from the fact that it
was realized that the biorthogonal projection pioneered by
Kalnajs (1976) could be applied order by order to the per-
turbative expansion of the dynamical equations. Yet this in
turn required the knowledge of the relative phases involved
in the perturbation, which involves characterizing the prop-
erties of the perturber. The characterization only made sense
statistically in order to retain the generality of the approach
of Kalnajs (1976). Hence the emphasis on statistics.
6.1 discussion & Prospects
Our purpose in this paper was to address in a statisti-
cally representative manner dynamical issues on galactic
scales.We also advocated using perturbation theory in angle-
actions in order to propagate this cosmic boundary inwards.
As was demonstrated here, this task remains in many re-
spects quite challenging.
One of the limitations of the above method is the re-
liance on numerous expansions combined to the special care
required in their implementation. One could argue that this
level of sophistication might not be justified in the light of
the weakness of some of the assumptions. Indeed, we are
limited to systems with spherical geometry whereas galax-
ies most likely come in a variety of shapes. We assumed here
that the perturbation was relatively light, which excludes a
fraction of cosmic event which might dominate the distribu-
tion of some of the observables.
Section 4.2, Section 5 and Appendix E presented a few
possible applications for the framework described here and
in Aubert & Pichon (2005a). These galactic probes would
need to be further investigated, in particular in terms of ob-
servational and instrumental constraints. The biasing spe-
cific to each tracer should be accounted for. Our analysis of
dynamical friction in the perturbative framework deserves
a proper investigation. The second-order perturbation the-
ory needs to be implemented in practice together with the
diffusion coefficients of Section 4, following Section B. Simi-
larly, the identification and evolution of substructures within
the halo mentioned in Section 3.3.1 deserves more work.
In Aubert et al. (2004), we showed that the accretion onto
L? halos was anisotropic; the dynamical implication of this
anisotropy will require some specific work in the future.
We will need to demonstrate against N-body simula-
tions the relevance of perturbation theory for dynamical fric-
tion; in particular, we should explore the regime in which the
second-order truncation is appropriate, and at what cost ?
Note that truncated perturbation theory implies that modes
will ring forever. At some stage, one will therefore have to
address the problem of energy dissipation.
Implementing a realistic treatment of the infalling gas
will certainly be amongst the more serious challenges ahead
of us. This is a requirement both from the point of view of the
dynamics but also from the point of view of converting the
above predictions into baryon-dependent observables. The
description of the gas will require a proper treatment of the
various cooling processes, which can be quite important on
galactic scales. In particular, the thickening of galactic disks
is most likely the result of a fine-tuning between destructive
processes such as the tidal disruption of compact substruc-
tures on the one hand, and the adiabatic coplanar infall of
cold gas within the disk. In fact, the nonlinear theory pre-
sented in Section 3 and Section 4 could be extended to the
geometry of disks to account for the adiabatic polarization
towards the plane of the disk.
Note that we assumed here that transients correspond-
ing to the initial conditions where damped out so that the
response of the system was directly proportional to the exci-
tation. The underlying picture is that of a calmer past, which
in fact is very much in contradiction with both our measure-
ments and common knowledge on the more violent past ac-
cretion history of galaxies. Indeed, infalling subclumps will
contribute via the external tidal potential at some earlier
time, and the larger the lookback time, the relatively stronger
the importance of the perturbation (since the intensity of in-
fall is in fact an increasing function of lookback time). We
are therefore facing a partially divergent boundary condi-
tion. Because of the characteristics of hierarchical clustering,
the actual bootstrapping of the analytical framework is there-
fore challenging. This could be a problem in particular for
non linear dynamics, where the coupling of transcients may
turn out to be as important as the driven response. The im-
portance of these shortcomings will need to be addressed in
the future.
Finally let us note that the theory described in Section 2,
Section 3 and Section 4 describe perturbative solutions to
the collisionless Boltzmann Poisson equation in angle action
variables, and as such are not specific to the description of
dark matter halos. It could straightforwardly be transposed
to other situations or geometries provided the system re-
mains integrable. As mentioned in Section 2.3, the stellar dy-
namics around a massive black hole would seem to be an
obvious context in which this theory could be applied.
Let us close this paper by a summary of the pros and
cons of the theory presented here.
Possible assets:
• fixed boundary: localized statistics;
• fluid description : no a priori assumption on the possibly
time- dependent nature of the objects;
• non-linear treatment of the dynamics: proper account of
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the self-gravity of incoming objects and statistical accounting
of causality;
• dynamically-consistent statistically-representative treat-
ment of the cosmic environment;
• customized description of resonant processes within the
halo via angle action variables of universal profile;
• ability to construct one- and two-point statistics for a
wide range of galactic observables.
• theoretical framework for dynamical inversion and sec-
ular evolution
Possible drawbacks:
• weak perturbation w.r.t. spherical stationary equilib-
rium: not representative of e.g. equal mass mergers;
• complex time dependent 5D boundary condition;
• ad hoc position of the boundary;
• no obvious truncation of two-entry perturbation theory;
• no account of baryonic processes;
• inconsistency in relative strength of merging events ver-
sus time;
• non-Gaussian environment probably untractable;
• finite temporal horizon given finite `max;
• no statistical accounting of linear instabilities.
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APPENDIX A: LINEAR PROPAGATOR IN ACTION ANGLE
As mentioned in Section 2.4.1, it is useful to regard the open collision-less system as a segmentation of the source for the
propagator (ie the Green function of the coupled Poisson Boltzmann equation), where one distinguishes two contributions for
the initial distribution: the contribution at R200 with vr < 0 (what we describe as the source term in Eq. (5)) and the contribution
beyond R200 or at R200 with vr > 0 (what we describe as the tidal field in the main text). In order to make this comparison, let us
derive generally (without any reference to a boundary for now) the Green function satisfying the linearized Boltzmann Poisson
equation. Let us call G(w, I, t|w′, I′, t′) this Green function; it obeys:
∂G
∂t
+ω · ∇wG+ ∂F
∂I
· ∇w
∫
dr′′
|r′′ − r| dv
′′G(r′′,v′′, t|w′, I′, t′) = δD(w−w′)δD(I− I′)δD(t− t′) , (A1)
so that the distribution function at (I,w, t) reads
f (w, I, t) =
∫
dt′
∫
dw′
∫
dI′G(w, I, t|w′, I′, t′) f (w′, I′, t′) . (A2)
Let us define the linear propagator, Uω,k,w0 (I|I′), as:
Uω,k,w0 (I|I′) =
δD(I− I′)
k ·ω−ω − ∑n,n′
∂F
∂I
· k ψ
[n]
k (I)
(k ·ω−ω)
(
(1− Kˆ[ω])−1
)
n,n′∑k′
ψ
[n′ ]
k′ (I
′)
(k′ ·ω′ −ω) exp(ıw0 · [k− k
′]) , (A3)
so that the distribution function, f (I,w, t), at time t, with action I and angles w induced by the propagation of the distribution
at earlier time t′, with action I′, and angles w′ reads
f (I,w, t) =
∫
dt′
∫
dI′
∫
dw′∑
k
∫
dω exp(ıω[t− t′]− ık · [w−w′])Uω,k,w0 (I|I′) f (I′,w′, t′) . (A4)
It is interesting to contrast Eq. (A3) to the propagator found by Ichimaru (1973) for the uniform plasma. In particular, the gradient
of the density profile breaks the stationarity in w−w0 of the propagator, Eq. (A3). Note also that the first term on the r.h.s. of
Eq. (A3) corresponds to free streaming inside the halo (i.e. dark matter particles describing their unperturbed orbits), and reads
in real space
Gfree(I,w, t|I′,w′, t′) =∑
k
∫
dω exp(ıω[t− t′]− ık · [w−w′]) δD(I− I
′)
k ·ω−ω = δD(I− I
′)δD(w−w′ −ω[t− t′]) ,
while the second term in Eq. (A4) corresponds to the self-gravitating polarization of the halo induced by the perturbation.
Note that since the field dynamical equation is solved with a right-hand side (i.e. a source breaking the mass conservation
in phase space), Liouville’s theorem is not obeyed anymore: a new fluid is injected into the halo. We may now assume that
in Eq. (A2), f (r′,v′, t′) = f (w′, I′, t′) is split in two: one contribution from dark matter particles exiting R200 or beyond R200;
another contribution describing particles on R200 with negative radial velocity. The former component may then be resumed
over the corresponding region of phase space with a 1/|r− r′| weight, and yields ψe. The latter corresponds to se(t′).
APPENDIX B: IMPLEMENTATION
Let us describe in this appendix in greater details how Section 2 and Section 3 are implemented in practice, while focussing
here on a simple isotropic halo (i.e. F(I) = F(E), where E = v2/2 + Ψ(r) is the energy, and Ψ(r) the unperturbed potential).
We will show here how to compute the operator, K, (defined by Eq. (15)) and elements of Q (defined by Eq. (16)), for the corre-
sponding basis. Similarly, we could compute the non-linear coefficients, J K entering Eq. (38). Note that the three-dimensional
nature of galactic halo makes the implementation slightly more complicated than one would think at first sight. The assumption
that the halo is spherical allow us to assume that the equilibrium is integrable. Hence the action space is effectively at most
two-dimensional, but configuration space remains three-dimensional (though one angle is mute). In practice, this implies that
integration over action space, occuring in e.g. Eq. (40) is effectively two-dimensional. On the other hand, the sum over k involves
three indices, each corresponding to a degree of freedom.
Let us define I1 as the radial action, I2, L as the total angular momentum and I3, Lz as the z-component of the angular
momentum, so that
I1 =
1
pi
∫ ra
rp
dr
√
2[E−Ψ(r)]− I22/r2 .
Here ra and rp are respectively the apoapses and periapses of dark matter particles. This defines I, (I1, I2, I3) introduced in
Section 2.1. Similarly, Let us define the corresponding angles,w, (w1,w2,w3) (see Fig. (1)) given by:
w1 = ω1
∫ r
rp(I)
dr√
2[E−Ψ(r)]− I2/r2 , w2(I,w1) = χ−
∫ r(I,w1)
rp(I)
dr(ω2 − I2/r2)√
2[E−Ψ(r)]− I22/r2
, w3 = φ− asin(cot(β) cot(θ)) , (B1)
where cos β = Lz/L.
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B1 Computing the linear response operator
Following very closely the notation of Murali (1999), let us introduce a bi-orthogonal basis constructed around spherical har-
monics:
ρ(r, t) = ∑
`mn
a`mn(t)d`mn (r)Y`m(Ω) , and ψ(r, t) = ∑
`mn
a`mn(t)u`mn (r)Y`m(Ω) , (B2)
for respectively the density and the potential. Weinberg (1989) suggests the following potential-density pair
u`mn (r) = −
4piG
√
2
αn|j`(αn)|
R−1/2 j`(αnr/R), and d`mn (r) = −
αn
√
2
|j`(αn)|
R−5/2 j`(αnr/R), (B3)
where j` stands for the spherical Bessel function and where αn obeys the relation αn j`−1/2(αn) = 0. Here R is the truncation
radius of the basis. The action angle transform of the potential basis is given by :
W`nk (I),ψnk(I) =
1
2pi
∫ pi
−pi
dw1 exp(−ık1w1)u`k3n (r) exp[ık2(χ− w2)], (B4)
We may now rewrite Eq. (15) as
Kn
′
n (τ − t) = −δ``′δmm′
(2pi)3
4piG
∫∫
dE
LdL
ω1
dF
dE ∑k
C`k2 ık ·ω exp[ık ·ω(τ − t)]W∗`n
′
k (I)
[
W`nk (I) +
4pi
3
δ1` p
`m
n Xk(I)
]
, (B5)
where
p1mn =
∫
drr2d1mn (r)
∂Ψ
∂r
, (B6)
and where
C`k2 =
22k2−1
pi2
(`− k2)!
(`+ k2)!
Γ2[1/2(`+ k2 + 1)]
Γ2[1/2(`− k2) + 1]
, if `+ k2 even, else 0 . (B7)
Here Γ is the standard Gamma function. Note that Xk(I) accounts for the fact that the response is computed in a non inertial
referential frame. To take into account the barycentric drift of the halo, the perturbed Hamiltonian should include the induced
inertial potential ab · r, where ab is the acceleration of the barycenter in the frame of the unperturbed halo. Its action-angle
transform is given by :
Xk(I) =
1
2pi
∫ pi
−pi
dw1 exp(−ik1w1)r exp[ik2(ψ− w2)]. (B8)
As can be seen from Eq. (B5), this inertial contribution is limited to the dipole component (` = 1) of the response : as expected,
it is equivalent to a spatially homogeneous field force.8
APPENDIX C: SECULAR EVOLUTIONWITH INFALL
Let us derive in this appendix the secular equation for the evolution of the ensemble average halo embedded in a typical cosmic
environment (with infall and tidal field). This follows the pioneering work of Weinberg (2001a) and Ma & Bertschinger (2004).
The settings in which they derive their coefficients differ: their starting point is the kinetic closure relation given by Klimontovich
(1967), Ichimaru (1973), Gilbert (1970) who note that the Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY) hierarchy may be
closedwhile assuming that the two-point correlation functionwill relax on a shorter dynamical time scale, whereas the one point
distribution function evolves on a longer secular time scale9. Hence if one assumes that the distribution function F entering
the linearized equation, Eq. (5), can be considered to be constant, then the second-order equation in the BBGKY hierarchy is
automatically satisfied while the r.h.s. of the first equation is proportional to the propagated (via Eq. (A3)) excess correlation
induced by the dressed clumps. This kinetic theory has been sucessfully applied in plasma physics, leading to the so called
Lenard-Balescu (Lenard (1961), Balescu (1963)) collision term, and was also transposed by Weinberg (1993) for a multiperiodic
"stellar" system.
Note that the BBGKY hierarchy is a 1/N expansion, where N is the number of particles in the system. Formally it would
make sense here to identify N as a measure of the clumpiness of the medium, but this definition is qualitative only. We rely
here on the same time ordering hierarchy, but the degree of clumpiness in the system is explicitely imposed by the boundary
condition. In this appendix, the derivation is carried from first principles, while relying on an explicit infall and tidal field.
8 Technically speaking, the δ`1 dependence arise from the fact that r is expressed as a function of Y1m(Ω) spherical harmonics.
9 This time ordering is orginally due to Bogolyubov & Gurov (1947)
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C1 Quasi linear equations in angle action variables
The collisionless Boltzmann equation of an open system may be written as:
∂F
∂t
+ {H, F} = Se + se, with H = v
2
2
+Ψ(I,w, t, T) , (C1)
where F is defined by
F(I,w, t, T) = F(I, T) + f (I,w, t), and Ψ(I,w, t, T) = Ψ0(I, T) + ψ(I,w, t) + ψe(I,w, t) , (C2)
with F describing the secular evolution of the DF and f describing the fluctuations of the DF over this secular evolution. In
Eq. (C1), the r.h.s. stands for the incoming infall, both fluctuating (se[I,w, t]) and secular (Se(I, T)). Since this system evolves
secularly because of its environment, these actions are not conserved. The last two term on the r.h.s. of Eq. (C2) represents the
fluctuating component tracing the motions of clumps within the environment of the halo10. Note that since F(I, T) is assumed
to depend here only on the action, it represents a coarse-grained distribution function (averaged over the angles) for which we
make no attempt to specify where each star is along its orbit nor how oriented the orbit is. Note also that the canonical variables
I and w are the actions and the angles of the initial system. Developing the collisionless Boltzmann equation, Eq. (C1), over the
secular and the fluctuating expansion leads to:
∂F
∂t
+
∂ f
∂t
+ω · ∂ f
∂w
− ∂ψ
∂w
· ( ∂F
∂I
+
∂ f
∂I
)− ∂ψ
∂w
e
· ( ∂F
∂I
+
∂ f
∂I
) +
[
∂ψ
∂I
+
∂ψe
∂I
]
· ∂ f
∂w
= Se + se. (C3)
This equation involves two time scales, t and T. On the fluctuation time scale, t, secular quantities can be described as static,
leaving only the linearised open collisionless Boltzmann equation (Eq. (5)):
∂ f
∂t
+ω · ∂ f
∂w
− ( ∂ψ
∂w
+
∂ψ
∂w
e
) · ∂F
∂I
= se , (C4)
where the amplitude of f is of first-order compared to F and involves only the fluctuating part of the external forcing, se(I,w, t).
On a longer time scale, T, the Boltzmann equation, Eq. (C3) can be T-averaged, considering that the average of fluctuations are
zero on such time scales. This leads to a second equation:
∂〈F〉
∂T
=
〈[
∂ψ
∂w
+
∂ψe
∂w
]
· ∂ f
∂I
〉
T
−
〈[
∂ψ
∂I
+
∂ψe
∂I
]
· ∂ f
∂w
〉
T
+ 〈Se〉T . (C5)
The brackets denotes averaging over a time longer than the typical time scale of fluctuations:
〈Y〉T , 1/∆T
∫ T+∆T/2
T−∆T/2
dtY(t) .
The time interval, ∆T, should be chosen so that a given dark matter particle describing its orbit will encounter a few times the
incoming clump at various phases along its orbit. Because the incoming clump is subject to dynamical friction, the resonance
will only last so long, and induce a finite but small kick, ∆I during ∆T. Because the infall displays some degree of temporal
and spatial coherence, we may not assume that the successive kicks are uncorrelated, in contrast to the situation presented by
Weinberg (2001a), Ma & Bertschinger (2004) or the classical image described in Brownian motion. In other words, when we
write an effective microscopic Langevin counterpart to the corresponding Fokker Planck equation, it will involve a coloured 3D
random variable (see Eq. (59)).
Derivative and averaging may be exchanged considering that F and Ψ evolve slowly with respect to time. Terms involving
the product of two first-order quantities survive to the time averaging because we cannot presume that the response in distribu-
tion function and potential within R200 are uncorrelated. In order to evaluate those quadratic terms, we may integrate Eq. (C4),
while assuming that F(I, T) is effectively constant w.r.t. time t. The solution, Eq. (6), may then be reinjected into the quadratic
terms in Eq. (C5) so that they involves terms such as
∂ f
∂I
· ∂ψ
∂w
= −
(
∑
k1,k2
eı(k1+k2)·wψk2 (I, t)
∫ t
−∞
dτeık1 ·ω(τ−t)ψk1 (I, τ)k1 ⊗ k2
)
:
∂2F
∂I2
−(
∑
k1,k2
eı(k1+k2)·wk1ψk2 (I, t)k2 ·
∂
∂I
∫ t
−∞
dτeık1 ·ω(τ−t)ψk1 (I, τ)
)
· ∂F
∂I
. (C6)
where we may factor the action derivative of F(I, T) out of the τ-time integral because the secular distribution is assumed to
be constant over a few dynamical times. Since the l.h.s. of Eq. (C5) does not depend on w, we may average its r.h.s. over dw.
This implies that in Eq. (C6), only the k1 = −k2 terms remain. We rely effectively on the averaging theorem (Binney & Tremaine
(1987)) to convert orbit averages into angle average. The corresponding evolution equation hence depends on the actions only,
as expected. Note that in doing so, we assume that no other resonances matter. The secular equation, Eq. (C5), becomes finally
after some similar algebra for the other contributions:11
10 We neglect here the secular drift of the external potential which should slowly shift the frequencies, ω in Eq. (C3)
11 note that when Se = se = 0 this equation is concervative by construction.
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∂F
∂t
= 〈D0(I)〉 − 〈D1(I)〉 ·
∂F
∂I
− 〈D2(I)〉 : ∂
2F
∂I2
, (C7)
where
〈D0(I)〉 = 1(2pi)3
∫
〈Se〉Tdw+
〈
∑
k
ık · ∂
∂I
(
[ψ∗k(I, t) + ψ
e∗
k (I, t)]
∫ t
−∞
eık1 ·ω(τ−t)se(k, I, τ)dτ
)〉
T
, (C8)
while the drift coefficient, D1, obeys
〈D1(I)〉 =
〈
∑
k
k k · ∂
∂I
(
[ψ∗k(I, t) + ψ
e∗
k (I, t)]
∫ t
−∞
eık ·!(τ−t)[ψk (I, τ) + ψek (I, τ)]dτ
)〉
T
, (C9)
and the diffusion coefficient, D2, is given by
〈D2(I)〉 =
〈
∑
k
k ⊗ k[ψ∗k(I, t) + ψe∗k (I, t)]
∫ t
−∞
eık ·!(τ−t)[ψk (I, τ) + ψek (I, τ)]dτ
〉
T
. (C10)
Note that the infall coefficient, D0, includes both the secular infall, and a contribution arising from the possible correlation
between the fluctuating tidal field and the fluctuating infall. It may be an explicit function of time, T, reflecting the fact that,
as more mass is accreted, the profile of dark matter changes with time. The coefficients D0, D1 and D2 are also an implicit
function of time because of the time average, 〈 〉T and via the secular distribution function, F(I, T) which occurs in ψk(I, t)
through Eq. (17). Clearly, if the potential, and/or the source term are completely decorelated in time, so that 〈ψ∗k(I, t)ψ∗k(I, τ)〉T ∝
δD(t − τ) and 〈ψ∗k(I, t)se∗k (I, τ)〉T ∝ δD(t − τ), Eq. (C10) or (C9) would vanish. Provided ∆T is long compared to the typical
correlation time of the potential (and/or the source term), we may take the limit t → ∞ in the integrals entering Eqs. (C8)-(C10).
Note finally that Eq. (C7) does not derive from a kinetic theory in the classical sense, in that it does not rely on a diffusion process
in velocity space induced by the diskrete number of particles in the system.
C2 Linking the infall, drift and diffusion to the cosmic two-point correlations
Up to this point we investigated the secular evolution of a given (phase averaged) halo, undergoing a given inflow and tidal
field accretion history. Let us now invoke ergodicity so as to replace temporal averages by ensemble averages in Eqs. (C8)-(C10).
In doing so, we now try and describe a mean galactic halo embedded in the typical environment presenting the most likely
correlations. This involves replacing 〈 〉T with 〈 〉, E{ }. Let us use Eq. (9) to expand Eq. (C10). This yields:
〈D2(I, T)〉 =∑
k
k⊗k∑
n,n′
(∫ ∞
−∞
〈a∗n′ (t)an(τ)〉eık ·ω(τ−t)dτ
)
ψ
[n′ ]∗
k (I)ψ
[n]
k (I) , (C11)
where an(t), an(t) + bn(t) corresponds to the coefficient of the total (self-consistent plus external) potential. If the first-order
perturbations are stationary, let us write the two-point cross-correlation of the temporal fields, 〈an(t), an′ (τ)〉 as C[an, an′ ](t− τ)
so that the integral in Eq. (C11) may be carried as (assuming parity for the correlation function):∫ ∞
0
C[an, an′ ](∆τ)eık ·ω∆τd∆τ = Pn,n
′
a [k ·ω], (C12)
giving the temporal power spectrum evaluated at the temporal frequency, k ·ω. Consequently, the diffusion coefficient becomes:
〈D2(I)〉 =∑
k
k⊗ k∑
n,n′
ψ
[n′ ]∗
k (I)ψ
[n]
k (I)P
n,n′
a [k ·ω]. (C13)
The same procedure may be applied to the other coefficient:
〈D1(I)〉 =∑
k
k ∑
n,n′
k· ∂
∂I
(
ψ
[n′ ]∗
k (I)ψ
[n]
k (I)P
n,n′
a [k ·ω]
)
, (C14)
while, for the secular correlation, Eq. (C8):
〈D0(I)〉 = 1(2pi)3
∫
〈Se〉Tdw+∑
k
k ∑
n,n′
k· ∂
∂I
(
ψ
[n′ ]∗
k (I)σ
[n],e
k (I)P
n,n′
ac [k ·ω]
)
, (C15)
where Pn,n
′
ac [ω] is the mixed power spectrum given by 〈aˆ∗n cˆn〉 = 〈[aˆ∗n + bˆ∗n]cˆn〉. Hence
Pn,n
′
ac [k ·ω] =
(
(Aˆb + 1)×(1) · 〈bˆ∗ ⊗ cˆ〉+ Aˆc×(1) · 〈cˆ∗ ⊗ cˆ〉
)
[k ·ω] . (C16)
Recall also that (given Eq. (18) and Eq. (48))
Pn,n
′
a [k ·ω]=
(
(Aˆb + 1)×(Aˆ∗b + 1) · 〈bˆ⊗ bˆ∗〉+ Aˆc×Aˆ∗c · 〈cˆ⊗ cˆ∗〉+ (Aˆb + 1)×Aˆ∗c · 〈bˆ⊗ cˆ∗〉+ Aˆc×(Aˆ∗b + 1) · 〈cˆ⊗ bˆ∗〉
)
[k ·ω]. (C17)
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Figure D1. diagrammatic representation of the expansion to third (top diagram, corresponding to Eq. (D5)) and fourth (bottom diagram,
given Eq. (D6)) order; again (see Fig. (3) for details) the coupling of the tidal interaction (through the bn coefficients) and the incoming infall
(expanded over the cn coefficients) yields the coefficient of the response inside R200. The coupling is achieved via the operator Ki and Qi as
explained in Fig. (4); the curly brace in front of the diagrams account for the number of such diagrams entering the expansion, corresponding
to the permutation of the input (recalling that the order matters). Note also for each branch the sum of the order of the sub branch correspond
to the order of the expansion.
where Ab and Ac involve K and therefore the secular distribution function, F, via Eq. (15). Recall that Ab and Ac involve
(1− Kˆ)−1, which reflects the fact that the perturbation is dressed by the self-gravity of the halo. Eq. (C7), togetherwith Eqs. (C13)-
(C14) and Eq. (C17) provides a consistent framework in which to evolve secularly the mean distribution of a galactic halo within
its cosmic environment. Note that it is possible via Eq. (50) to apply non-linear corrections to the induced correlation within R200.
APPENDIX D: PERTURBATION THEORY TO HIGHER ORDER
D1 Perturbative dynamical equations
In this section, we “solve” the dynamical equation to order n, which will allow us in the next section to present the N-point
correlation to order n.
D1.1 Perturbation theory to all orders
Recall that for n > 2, f (n)k (I, t)obeys Eq. (33). Given Eq. (14) it follows that
a(n)p (t) = ∑
q,k
∫
dτ exp(ık ·ω[τ − t]) [a(n)q (τ) + δn1 bq(τ)]
(
[2pi]3
∫
dIψ[n]k (I)ψ
[p]∗
k (I)
∂F
∂I
· ık
)
−
n−1
∑
k=1
∑
q,k
∫
dτ exp(ık ·ω[τ − t])[a(k)q (τ) + δk1 bq(τ)]
(
[2pi]3
∫
dI
{
ψ[q](w, I), f (n−k)(w, I, t)
}
k
ψ
[p]∗
k (I)
)
, (D1)
where the first term in Eq. (D1) corresponds to the usual self-gravity coupling at order n, and the sum corresponds to the feed
of lower order potential coupling into the nth order equation. Here f (n)k (I, t) obeys
f (n)k (I, t) = ∑
q
∫
dτ exp(ık ·ω[τ − t])×
[
∂F
∂I
· ık ψ[q]k [a
(n)
q (τ) + δn1 bq(τ)]+
n−1
∑
k=1
[a(k)q (τ) + δk1 bq(τ)]{ f (n−k),ψ[q]k }k
]
+
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∑
q
∫
dτ exp(ık ·ω[τ − t])cq(τ)δ1nσe,[q]k . (D2)
Note that the response in Eq. (D2) is as expected out of phase with respect to the potential excitation, an(τ) because of inertia
(hence themodulation in exp(ık ·ω(τ− t))). Now, to nth order Eq. (D1), (D2) may be rewritten formally as (using the contraction
rule Eq. (45)):
a(n) = K1 · a(n) +K2 ·
(
∑
i1+i2=n
[a(i1) + δ1i1b]⊗ [a(i2) + δ1i2b]
)
+ · · ·+Kj ·
 ∑
i1+···+ij=n
⊗
j
[a(i1) + δ1i1b]
 · · ·+Kn ·⊗
n
[a(1) + b] +
Q2 ·
(
a(n−1) ⊗ c
)
+ · · ·+Qj ·
 ∑
i1+···+ij=n−1
[⊗
[a(i1) + δ1i1b]
]
⊗ c
+ · · ·+Qn ·
⊗
n−1
[a(1) + b]
⊗ c , (D3)
where the Kernels K1 and K2 are given by Eqs. (40)-(41), while Kn, n > 2 obey formally:
(Kn)p,q1,q2 ···,qn [τ1 − t, τ2 − τ1, · · · , τn − τn−1] = [2pi]3∑
k
∫
dI exp(ık ·ω[τ1 − t]) ∑
k1+k2=k
Jexp(ık1 ·ω[τ2 − τ1]) · · · ×
∑
k2n−1+k2n=kn
s
exp(ık2n−3 ·ω[τn − τn−1])
∂F
∂I
· ık2n−3ψ[qn ]k2n−3 ,ψ
[qn−1 ]
k2n−2
{
· · · ,ψ[q2 ]k4
|
,ψ[q1 ]k2
|
ψ
[p]∗
k . (D4)
Note that the nth order Kernel involves “only” one integral over action space, but n coupling in configuration space and n+ 1
time ordered instants (t, τ1, · · · τn). Note also that Eq. (D1) implies that secular perturbation theory accounts for both the rate of
change in frequency of the system, via ∂nω/∂In, the rate of change in equilibrium via ∂nF/∂In but also the rate of change in the
incoming flow via ∂nσ[p],e/∂In. Note also that the relative phases (causality) are accounted for via the ordered time integrals.
For instance Eq. (D3) reads to third order:
a(3) = K1 · a(3) +K2 ·
(
[a(1)1 + b]⊗ a(2) + a(2) ⊗ [a(1) + b]
)
+
K3 ·
(
[a(1) + b]⊗ [a(1) + b]⊗ [a(1) + b]
)
+Q3 ·
(
[a(1)1 + b]⊗ [a
(1)
1 + b]⊗ c
)
+Q2 · a(2) ⊗ c , (D5)
and is illustrated in Fig. (D1) together with a(4):
a(4) = K1 · a(4) +K2 ·
(
a(3) ⊗ [a(1) + b] + [a(1) + b]⊗ a(3) + a(2) ⊗ a(2)
)
+
K3 ·
(
a(2) ⊗ [a(1) + b]⊗ [a(1) + b] + [a(1) + b]⊗ a(2) ⊗ [a(1) + b] + [a(1) + b]⊗ [a(1) + b]⊗ a(2)
)
+
K4 · [a(1) + b]⊗ [a(1) + b]⊗ [a(1) + b]⊗ [a(1) + b] +
Q2 ·
(
a(3) ⊗ c
)
+Q3 ·
(
a(2) ⊗ [a(1) + b]⊗ c+ [a(1) + b]⊗ a(2) ⊗ c
)
+Q4 · [a(1) + b]⊗ [a(1) + b]⊗ [a(1) + b]⊗ c . (D6)
Note that Eq. (D6) depends recursively on Eq. (D5) and both depends recursively on Eq. (43) and (42). When the recursion is
carried through, (see Fig. (4)) the expected relative complexity of the non-linear evolution appears clearly.
D1.2 Reordering to higher order
In the main text, we give in Eq. (52) and above the first- and second-order reshuffling of the perturbation in b and c. Similarly,
the third-order term reads in terms of products of b and c as
a(3)=Abbb · b⊗ b⊗ b+ Accc · c⊗ c⊗ c+ Abbc · b⊗ b⊗ c+ Accb · c⊗ c⊗ b+
Abcb · b⊗ c⊗ b+ Acbb · c⊗ b⊗ b+ Abcc · b⊗ c⊗ c+ Acbc · c⊗ b⊗ c ,
where (following the same convention as in the main text for the brakets)
Abbb = K
′
3 ◦K′′1 +K′2 ◦ [K′′1 ,K′2 ◦K′′1 ] +K′2 ◦ [K′2 ◦K′′1 ,K′′1 ] ,
Accc = K′3 ◦Q′1 +K′2 ◦
{
[Q′1,K
′
2 ◦Q′1 +Q′2 ◦ [Q′1, 1]] + [K′2 ◦Q′1 +Q′2 ◦ [Q′1, 1],Q′1]
}
+Q′3 ◦ [Q′1,Q′1, 1] +
Q′2 ◦ [K′2 ◦Q′1 +Q′2 ◦Q′1, 1], 1] ,
Abbc = K
′
3 ◦ [K′′1 ,K′′1 ,Q′1] +Q′3 ◦ [K′′1 ,K′′1 , 1] +K′2 ◦ [K′′1 ,K′2 ◦ [K′′1 ,Q′1] +Q′2 ◦ [K′′1 , 1]] ,
Abcb = K
′
3 ◦ [K′′1 ,Q′1,K′′1 ] +K′2 ◦ [K′2 ◦ [K′′1 ,Q′1] +Q′2 ◦ [K′′1 , 1],K′′1 ] ,
Accb = K
′
3 ◦ [Q′1,Q′1,K′′1 ] +K′2 ◦ [Q′1,K′2 ◦ [Q′1,K′′1 ]] ,
Acbb = K
′
3 ◦ [Q′′1 ,K′′1 ,K′′1 ] +K′2 ◦ [Q′1,K′2 ◦K′′1 ] ,
Abcc = K
′
3 ◦ [K′′1 ,Q′1,Q′1] +Q′3 ◦ [K′′1 ,Q′1, 1] +K′2 ◦ [K′′1 ,K′2 ◦Q′1 +Q′2 ◦ [Q′1, 1]] +K′2 ◦ [K′′1 ,K′2 ◦Q′1 +Q′2 ◦ [Q′1, 1]] +
Q′2 ◦ [K′2 ◦ [K′′1 ,Q′1] +Q′2 ◦ [K′′1 , 1], 1] ,
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Acbc = K
′
3 ◦ [Q′1,K′′1 ,Q′1] +Q′3 ◦ [Q′′1 ,K′1, 1] +K′2 ◦ [K′2 ◦ [Q′1,K′′1 ],K′′1 ] +K′2 ◦ [Q′1,K′2 ◦ [K′′1 ,Q′1] +Q′2 ◦ [K′′1 , 1]] +
Q′2 ◦ [K′2 ◦ [Q′1,K′′1 ], 1] . (D7)
Generically, after reordering, Eq. (52) becomes
a(n)p (t) =
 ∑
i1,···in∈[b,c]
Ai1 ···in · (i1 ⊗ · · · ⊗ in)

p
(t) ,
= ∑
i1,···in∈[b,c]
∫ t
−∞
dτ1 · · ·
∫ τn−1
−∞
dτn ∑
q1 ···qn
[
Ai1 ···in
]
p,q1 ···qn (t− τ1, · · · τn − τn−1)[i1]q1 (τ1) · · · [in]qn (τn) , (D8)
which involves 2n terms. Here
[
Ai1 ···in
]
p,q1 ···qn (θ1, · · · θn) is some linear tensor of order n+ 1which returns the n
thorder response
to the excitation bi(θ), cj(θ) at various times θ1, θ2 · · · θp. Note that it involve the equilibrium distribution function, F0 and its
derivatives with respect to the actions, I, together with the properties of the basis function.
D2 The N-point correlation function
In the main text, we presented the calculation of the two-point correlation of the fields within the R200 sphere. More generally
we are interested in the N-point correlation of, say, the density (at various times):
CN , 〈ρ(x1)ρ(x2) · · · ρ(xN)〉 =
∞
∑
n=N
εn ∑
p1+p2+···pN=n
〈ρ(p1)(x1)ρ(p2)(x2) · · · ρ(pN)(xN)〉 ,
= ∑
n=N
εn ∑
p1+p2+···pN=n
∑
q1,···,qN
ρ[q1 ](r1) · · · ρ[qN ](rN)〈a(p1)q1 (τ1) · · · a(pN)qN (τN)〉 . (D9)
Now, solutions to the nth order perturbation theory are given by Eq. (D8). It follows that
〈a(p1)q1 (τ1) · · · a(pN)qN (τN)〉 = ∑
i1,···ip1∈[b,c]
· · · ∑
i1,···ipN∈[b,c]
∑
q1,1 ···qpN,pN
∫
dp1θ
[
Ai1 ···ip1
]
q1,q1,1 ···q1,p1
(τ1, θ1,1, · · · , θ1,p1 ) · · · ×∫
dpNθ
[
Ai1 ···ipN
]
qN,qpN,1 ···qpN,pN
(τN, θ1,p1 · · · , θpN,pN )×
〈[i1]q1,1 (θ1,1) · · · [ip1 ]q1,p1 (θpN,1) · · · [ipN ]q1,pN (θ1,pN ) · · · [ipN ]qpN pN (θpN,pN )〉 . (D10)
If the perturbation is a centred Gaussian random field, Wick’s theorem states that:
〈[i1]q1,1 (θ1,1) · · · [ip1 ]q1,p1 (θpN,1) · · · [ipN ]q1,pN (θ1,pN ) · · · [ipN ]qpN pN (θpN,pN )〉 =
∑
all permutations
∏〈[i1]q1,1 (θ1,1)[ip1 ]q1,p1 (θpN,1)〉 · · · 〈[ipN ]q1,pN (θ1,pN )[ipN ]qpN pN (θpN,pN )〉 . (D11)
Putting Eqs. (D10)-(D11) into Eq. (D9) yields formally the N-point correlation function to artbitrary order. A special case in given
in the main text corresponding to third order expansion of the two-point correlation, Eq. (53). The N-point correlation of other
(possibly mixed) moments of the distribution function may be computed following the same route.
D3 Perturbation theory in the complex Fourier plane
Let us close this appendix by a presentation of the perturbative solutions in the complex Fourier plane. In frequency space,
Eq. (38) reads:
aˆ(2)p (ω) = ∑
q1
aˆ(2)q1 (ω)
(
[2pi]3∑
k
∫
dIψ[q1 ]k (I)ψ
[p]
k (I)
∂F
∂I
· k 1
k ·ω−ω
)
+
[2pi]3∑
k
∫
dI ∑
q1,q2
∫
dω′[aˆ(1)q1 (ω
′) + bˆq1 (ω
′)]
ı
k ·ω−ω′ ×
∑
k1+k2=k
s
ı
k1 ·ω− (ω −ω′)
[
∂F
∂I
· ık1ψ[q2 ]k1 (I) [aˆ
(1)
q2 (ω
′) + bˆq2 (ω
′)] + σe,[q2 ]k1 (I)cˆq2 [ω
′]
]
,ψ[q1 ]
k2
{
ψ
[p]
k . (D12)
Following Eq. (44), let us also define in frequency space the contraction rule:
(Kˆ · Zˆ)p(ω), ∑
q
Kˆp,q(ω)Zˆq(ω) , (D13)
(note that Eq. (D13) only involve a sum and no integral) and the higher order contraction rule (cf. Eq. (45)):
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(Kˆn · Zˆ1 ⊗ · · · ⊗ Zˆn)p(ω), ∑
q1,···qn
∫
dω1 · · ·
∫
dωnKˆp,q1,···qn (ω1, · · · ,ωn)δD(ω −
n
∑
i=1
ωi)Yˆ
1
q1 (ω1) · · · Yˆnqn (ωn) . (D14)
The operator, Kˆn[ω1,ω2, · · · ,ωn], obeys
(Kˆn)p,q1,q2 ···,qn [ω1,ω2, · · · ,ωn] = [2pi]3∑
k
∫
dI
ı
k ·ω−ω1
×
∑
k1+k2=k
t
ı
k1 ·ω−ω2
· · · ∑
k2n−1+k2n=kn
s
ı
k2n−3 ·ω−ωn
∂F
∂I
· ık2n−3ψ[qn ]k2n−3 ,ψ
[qn−1 ]
k2n−2
{
· · · ,ψ[q2 ]k4
|
,ψ[q1 ]k2
|
ψ
[p]
k . (D15)
D4 Dynamical friction versus perturbation expansion
In this appendix let us try and address the following question: can the second-order perturbation be expressed as a first-order
on the perturbed orbit ? This may be done looking at perturbation theory from the point of view of the equations of motion. In
particular
I˙ = ∂w(ψ+ ψe) ⇒ I = I0 +∑
k
ık exp(ık ·w)∑
q
ψ
[q]
k (I)
∫ t
−∞
(bq(τ) +∑
n
a(n)q (τ))dτ , (D16)
therefore even if ψe is zero, the source term will introduce an angle dependent ψ and the actions will not be conserved which
implies that the trajectories are changed. Note that the functionnal form is the same at all orders, i.e.
In = In−1 +∑
k
k exp(ık ·w)∑
q
ψ
[q]
k (I)
∫ t
−∞
a(n)q (τ)dτ and ωn = ωn−1 +∑
q
∂ψ[q]
∂I
∫ t
−∞
a(n)q (τ)dτ , (D17)
Given the canonical transform, r = R(I,w), v = V(I,w), the trajectories of all stars is therefore:
r = R
(
∑
n=0
εnIn(t), ∑
n=0
εnωn(t)t+w0
)
, v = V
(
∑
n=0
εnIn(t), ∑
n=0
εnωn(t)t+w0
)
. (D18)
Let us replace the expansions Eq. (D18) in Eq. (38)
∑
q
∫ t
dτ∑
k
∫
dI exp(ık · [ω+ εω1][τ − t])ψ[p]∗k (ω+ εω1)σ
e,[q]
k (I+ εI1)cq(τ) =
∑
q
∫ t
dτ∑
k
∫
dI exp(ık ·ω[τ − t])ψ[p]∗k (I)σ
e,[q]
m (I)cq(τ)
(
1+ ik ·∑
q
∂
∂I
logψ[q](J)
∫ τ
−∞
[bq(τ2) + a
(1)
q (τ2)]dτ+
[
∂
∂I
logψ[p]∗k (I) +
∂
∂I
log σe,[q]k (I)
]
∑
k
ık exp(ık ·ωτ)∑
q
ψ
[q]
k (I)
∫ τ
−∞
[
bq(τ) + a
(1)
q (τ)
]
dτ
)
, (D19)
which ideed involves double integration over time together with anticommutators of ψe and se.
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APPENDIX E: OTHER COSMOLOGICAL PROBES
In this appendix, we discuss other non-linear statistical
probes of the cosmic environment of halos, expanding over
Section 5.1.
E1 Dark matter desintegration
It has been claimed that dark matter could be made of neu-
tralinos which can be traced indirectly via their disintegra-
tion signature, which scales like the square of the local dark
matter density (Stoehr et al. (2003)). The total number of γ
photons received during integration time, tγ reads
Na(Ω, tγ) = Deff tγ
Ncont
2
〈σv〉
m2χ
∆Ω
4pi
1
∆Ω
∫
dΩ
∫
drρ2DM(r) ,
, Wχ
∫
dΩ
∫
drρ2DM(r) , (E1)
where Deff is the effective size of the telescope, ∆Ω the an-
gular resolution of the telescope, and Ncont(Eγ) is the num-
ber of continuum photons and 〈σv〉 is the continuum cross-
section of neutralinos of mass, mχ. The integral accounts for
measured flux of γ photons arising from neutralinos desin-
tegrating in the direction, Ω. (See Stoehr et al. (2003) for de-
tails about the computation of Ncont, Deff and 〈σv〉). Since the
Na(Ω, T) scales like the line integral of the square of the den-
sity along the line of sight, it is straightforward to propagate
the statistical properties of the density fluctuations to that of
Na. For instance, the cosmic mean will scale like
〈Nannih(Ω)〉 = Wχ
∫
dr〈ρDM(r)〉2+Wχ
∫
dr〈δρ2DM(r)〉 , (E2)
where
〈δρ2DM(r)〉 = ∑
n,n′
〈anan′ 〉ρ[n](r)ρ[n
′ ](r) . (E3)
Hence we expect an excess of annihilation because of the po-
larized clumps within the halo. Similarly, we may predict
the angular correlation function, or the related variance as
a function of smoothed angular scale as
〈δNa(Ω)δNa(Ω′)〉 =W2χ
∫∫
drdr′〈δρ2DM(Ω, r)δρ2DM(Ω′, r′)〉
= W2χ ∑
n1,n2,n3,n4
〈an1 an2 an3 an4 〉
∫∫
drdr′ ×
ρ[n1 ](r,Ω)ρ[n2 ](r,Ω)ρ[n3 ](r′,Ω′)ρ[n4 ](r′,Ω′) , (E4)
where δNannih(Ω),Nannih(Ω)− 〈Nannih(Ω)〉. Note that we
assumed here that the resolution of the telescope was effec-
tively infinite (i.e. ∆Ω → 0 in Eq. (E1)). Now we may rely
on Wick theorem to express the four-point correlation en-
tering Eq. (E4) as products of two-point correlations. Calling
δa, a− 〈a〉, we have 〈δan1δan2δan3 〉 = 0, and
〈δan1δan2δan3δan4 〉 = 〈δan1δan2 〉〈δan3δan4 〉+
〈δan1δan3 〉〈δan2δan4 〉+ 〈δan2δan3 〉〈δan1δan4 〉 . (E5)
If the infall is statistically isotropic, Eq. (E4) may be averaged
over the direction, Ω and reads:
〈δNannih(Ω)δNannih(Ω′)〉Ω =∑
`
Cannih` P`[Ω ·Ω′] , (E6)
where
Cannih` = W
2
χ∑
`
CDM`1 C
DM
`2
U``1,`2 . (E7)
Note that the geometric factor, U``1,`2 , only depends on the
basis function, ρ[n](r) and possibly the resolution of the tele-
scope if it is not assumed to be infinite:
U``1,`2 = ∑
n1,n2,n3,n4
∫
dΩYm∗` (Ω
′)
∫
dΩ′Ym∗` (Ω
′)×
∫∫
drdr′ρ[n1 ](r,Ω)ρ[n2 ](r,Ω)ρ[n3 ](Ω′, r′)ρ[n4 ](Ω′, r′) , (E8)
given that ρ[n](r) = un`m(r)Y
m
` (Ω) and given the
properties of spherical harmonics, the integral∫
dΩYm1`1 (Ω)Y
m2
`2
(Ω)Ym3`3 (Ω
′)Ym4`4 (Ω
′)dΩ can be re ex-
pressed iteratively in terms of Clebsch-Jordan coefficients.
Ensemble average and comparison with the observation is
possible at the high ` limit corresponding to the small-scale
structure of the dark matter halo, for which we may expect
independent angular regions of the Galactic halo to be
representative of an ensemble average.
E2 Bremstrallung X-ray emission of staked halos
Assuming that the gas traces the dark matter, we may re-
produce the thought experiment of Section E1, though the
ensemble average is constructed while staking projections of
halos on the sky rather than in a galactocentric framework.
The emissivity per unit volume at frequency ν, εν(r), for
a hydrogen plasma is given by (Peacock (1999))
εν(r)drdν =
eXn2e(r)√
Te(r)
(
1+ log10
[
kBTe(r)
hν
])
×
exp
(
− hν
kBTe(r)
)
drdν , (E9)
where Te is the temperature in Kelvin, ν the frequency in
Hz, kB the Boltzmann constant, h the Planck constant, and
eX, 6.810−32 for an emissivity inWm−3Hz−1. Let us assume
here that the cluster is isothermal, hence the variation of Te
with z are neglected compared to that of ne squared.12. Let us
also assume that L/M is the mass to light ratio of the cluster
is constant. Hence the emissivity per unit surface, σν, is given
by
σν(R) =
∫
dz (L/M)2 εν(R, z),WX
∫
dzρ2DM(R, z) . (E10)
Hence, taking an ensemble average yields:
〈σν(R)〉 = WX
∫
dz〈ρDM〉2(R, z)+WX
∫
dz〈δρ2DM〉(R, z) , (E11)
where
〈ρ2DM〉(R, z) = ∑
n,n′
〈anan′ 〉ρ[n](r)ρ[n
′ ](r) . (E12)
The two-point correlation of the cosmic fluctuation of
the emissivity is given by
〈δσν(R)δσν(R′)〉
〈σν(R)〉2 =
∫∫
dzdz′〈δρ2DM(R, z)δρ2DM(R′, z′)〉
〈σν(R)〉2 ,
12 this is a better approximation than for the SZ effect
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where
〈δρ2DM(R, z)δρ2DM(R′, z′)〉 = ∑
n1,n2,n3,n4
〈an1 an2 an3 an4 〉 ×
ρ[n1 ](R, z)ρ[n2 ](R, z)ρ[n3 ](R′, z′)ρ[n4 ](R′, z′) . (E13)
Note the cancellation of the dependence on WX (hence T or
M/L) in Eq. (E13). Relying again onWick’s theorem, Eq. (E5),
we may express the four-point correlations as a products of
known (cf. Eq. (E5)) two-point correlations.
E3 Galactic halo’s ellipticity
More generally, let us consider a problem which depends
non trivially on the perturbed distribution function, e.g. the
ellipticity, eH, of the departure from sphericity of the sub-
structures induced by the environment around a given halo.
The ellipticity is defined as
eH =
3λ1
∑i λi
− 1, G(δρ(r)) , with {λi} = Eigenval(IH) , (E14)
and
IH,i,j =
∫
6R200
drδρ(r)xixj
/∫
6R200
drρNFW(r) , (E15)
(so that λ1 is the largest eigenvalue of IH and eH = 0 if the
halo’ s perturbation is spherical). Since we know the statisti-
cal properties of δρ(r), we may predict the statistical proper-
ties of eH. In pratice, assuming G is a well-behaved function
of its arguments, we may Taylor-expand eH with respect to
δρ as :
eH =∑
n
(
∂nG
∂δρn
)
· [δρ(r1)− 〈δρ(r1)〉] · · · [δρ(rn)− 〈δρ(rn)〉] (E16)
Note that the derivative in Eq. (E16) is a Frechet function-
nal derivative, so that the dot involves an integration over r.
Hence the ensemble average, 〈eH〉 will involve N-point cor-
relations, and reads
〈eH〉=∑
n
∑
i1 ···in
〈ai1 · · · ain 〉
(
∂nG
∂δρn
)
· ρ[i1 ](r) · · · ρ[in ](rn) , (E17)
where, once again, we may rely on Wick’s theorem to reex-
press 〈ai1 · · · ain 〉 as products of two-point correlations. Since
the relationship between the density perturbation and the el-
lipticity is not linear, we expect a non zero ellipticity on aver-
age.
Note that in principle, we may reconstruct the full
PDF of e. Formally, calling z, (e, a2, · · · an) (so that z =
(G(a1, · · · , an), a2 · · · , an) = g(a1, · · · , an)), inverting for z as
a function of {ai} (provided the ellipticity is not degenerate
in a1), and marginalizing over the other coefficients yields:
PDF(e) =
∫
da2 · · ·danPDF
(
g−1(z)
)
/
∣∣∣∣ ∂z∂an
∣∣∣∣ .
Now in practice, Eq. (E17) might not be the simplest pro-
cedure to compute 〈eH〉, and monte carlo resimulation may
turn out to be more practical.
E4 Metal lines in QSO DLA systems
Let us finally consider a more convolved observable, which
will depend on both the clump distribution within the
haloes, but also on their velocities.
In the red part of a high resolution spectrum of quasars,
groups of absorption features are found, corresponding to
the physical situation where the light emitted by the quasar
is partially absorbed by the metal-rich13 clumps which the
line of sight happens to intercept. Formally, the normalized
flux in a QSO is proportional to minus the log of the optical
depth along the line of sight. The optical depth in the metal
transition is (Pichon et al. (2001)):
τ(w,R) =
c σ0
H(z)
√
pi
∫ +∞
−∞
nZ(v,R)
b(v,R)
×
exp
(
− (w− v− vz(v,R))
2
b(v,R)2
)
dv , (E18)
where c is the velocity of light, σ0 is the metal absorp-
tion cross-section, H(z¯) is the Hubble constant at redshift z,
nZ(v,R) the ionized metal number density field, b(v,R) the
Doppler parameter (accounting for the thermal broadening
of the line), and vp(v,R) is the peculiar velocity, at impact pa-
rameter, R from the centre of the cluster. The observed nor-
malized flux, F, is simply F = exp(−τ). If we assume here
again constant biassing, so that nZ ∝ ρDM. This assumption
may be lifted once the identification of virialized substruc-
ture described in Section 3.3.1 is carried through. The two-
point correlation of the optical depth fluctuation will involve
statistical properties of both the density and the velocity field
in a non trivial manner.
1
〈τ〉2(w,R) 〈δτ(w,R)δτ(w
′,R)〉 , (E19)
with
δτ(w,R) = τ(w,R)− 〈τ〉(w,R) . (E20)
Note that the distance to the halo center,
R, b(cos[ϑb], sin[ϑb]) still occurs in Eq. (E20). Since we
do not know in general the impact parameter of the line of
sight with respect to the halo center, let us marginalize over
its a priori probability distribution, which we may infer from
e.g. the PT model (which at these scales corresponds essen-
tially to the autocorrelation of the unperturbed universal
halo profile). Given that we consider systems at the redshift
of a damped Lymann-α, we may assume that we fall close to
a galactic structure. Calling pb(b, z¯,M)dbdz¯ the probability
of a given point in space to be at a distance, b within db of
an object of mass larger than M, which is at redshift z¯ within
dz¯, we may construct the weighted sum :
Cτ(∆w) =
∫ ∞
0
db
∫ ∞
0
dz¯
∫ 2pi
0
dϑbpb(b, z,M)× (E21)
〈δτ(w, b cos[ϑb], b sin[ϑb])δτ(w+ ∆w, b cos[ϑb], b sin[ϑb])〉w .
This quantity may now be compared to the observable. Let
us assume some equation of state for the metal phase, so that
b(R, z) = b0 (ρ(R, z)/ ρ¯)
γ. Eq. (E18) may then be written for-
mally as δτ(w,R) = T [δρ(v,R), vz(v,R)] . Let us Taylor ex-
pand this expression in the neighborhood of the mean den-
sity fluctuation as:
δτ(w,R) = ∑
n
(
∂nT
∂δρ · · · ∂δvz
)
·
13 Since we make predictions at lower redshift we need to concen-
trate on metals such as MgII , or FeII which are found typically at
redshift z 6 1.5 in the visible
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[δρ(r1)− 〈δρ(r1)〉] · · · [δvz(rn)− 〈δvz(rn)〉] . (E22)
Again the derivative in Eq. (E22) is a functional derivative
(cf. Section E3). Eqs. (E21)-(E22) together with Eq. (28) yield
the expected correlation as a function of the statistical envi-
ronment.
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4
Imple´mentation du mode`le line´aire du halo
sphe´rique
L’objectif de ce chapitre est de de´crire en de´tail la mise en pratique du calcul de la
re´ponse du halo sphe´rique. Les chapitres pre´ce´dents ont permis d’exposer quels e´taient
les principes ge´ne´raux du calcul de la re´ponse line´aire. En particulier, il y est montre´
que l’essentiel de la difficulte´ consiste a` calculer correctement les “noyaux” de couplage
qui relient les environnement (champ de mare´e + source) a` la re´ponse. L’avantage d’une
telle approche (pour peu que toutes les hypothe`ses sous-jacentes soient respecte´es) est
que ce calcul n’est fait qu’une fois pour un type de halo donne´. Disposant de ces noyaux,
les calculs de la re´ponse sont imme´diats et ceci quelles que soient les perturbations.
Cette efficacite´ se paie lors du calcul proprement dit de ces noyau. Ainsi, il a e´te´
montre´ que ceux-ci font intervenir les bases de projection de la re´ponse, exprime´es dans
l’espace des angles-actions (I,w), qui n’est pas leur espace de repre´sentation naturel
et ame`ne donc de premie`res difficulte´s. D’autre part, le comportement des noyaux
peut s’ave´rer eˆtre tre`s oscillant dans l’espace temporel comme dans l’espace des actions,
amenant a` e´carter d’emble´e une inte´gration “brutale” du noyau dans ces espaces. Ces
obstacles sont inhe´rents a` l’imple´mentation nume´rique de cette approche et ne peuvent
eˆtre e´carte´s.
De plus, une des ambitions des travaux pre´sents est d’aborder a` terme la proble´matique
de halos de matie`re noire re´alistes dans le re´gime non-line´aire. Ceci ame`ne a` con-
side´rer de`s a` pre´sent des phe´nome`nes a` haute re´solution temporelle et spatiale. De
telles re´solutions ne sont accessibles que via un tre`s bon e´chantillonage en temps et
dans l’espace des phases, augmentant encore sensiblement le de´fi d’un calcul pre´cis des
noyaux.
Ce chapitre expose la manie`re qui fut retenue pour circumvenir a` l’ensemble des
points sus-nomme´s. Durant cette the`se, l’imple´mentation a` e´te´ limite´e au proble`me
line´aire “ferme´” ou` les interactions sont uniquement de type “champ de mare´e”. Si elle
ne permet pas une application de l’ensemble des de´veloppements the´oriques pre´sente´s
dans les chapitres pre´ce´dents, cette imple´mentation doit de´ja` permettre d’aborder la
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propagation statistique du potentiel exte´rieur aux re´ponses des halos. De plus, une e´tude
des effets de convergence est ne´cessaire avant d’aborder des proble`mes plus complexes
de syste`mes ouverts non line´aires et celle-ci se fait avec ce premier mode`le. La premie`re
section aborde le calcul de´taille´ du calcul de la re´ponse line´aire, en explicitant notamment
la base de projection de la re´ponse et le passage d’une repre´sentation position-vitesse de
l’espace des phases a` une repre´sentation angles-actions. La deuxie`me partie est consacre´e
a` l’inte´gration pratique du noyau et au calcul de la re´ponse a` proprement dit. La dernie`re
partie expose les premiers tests de validation concluants, a` partir de situations simples
(de´rive d’un halo) et plus complexes (croissance adiabatique d’une sphe`re).
4.1 De´tail du calcul de la re´ponse du halo
Le de´tail des calculs pre´sente´ ici reprend les de´marches pre´ce´demment de´veloppe´es
par Murali (1999) et Seguin & Dupraz (1994). La re´ponse line´aire du halo soumis a` un
champ de mare´e ψe est donne´e par (voir le chapitre 2 ainsi que la premie`re partie de
l’article ci-joint):
a(t) =
∫ t
−∞
dτK(τ − t) · [a(τ) + b(τ)] , (4.1)
ou` le noyau de couplage K est de´fini par :
Kp,n(τ) =
∑
k
∫
dI exp(ık · ωτ)ık · dF
dI
ψ
[p]∗
k (I)ψ
[n]
k (I), (4.2)
ou` ψ[n]k (I) de´signe ge´ne´riquement les bases de projection de la re´ponse et des perturba-
tions. Ces bases projections peuvent eˆtre explicite´es de la fac¸on suivante :
ρ(r, t) =
∑
m
aj`m(t)Y`m(θ, φ)dj`m(r), (4.3)
ψ(r, t) =
∑
m
aj`m(t)Y`m(θ, φ)uj`m(r), (4.4)
ψe(r, t) =
∑
m
bj`m(t)Y`m(θ, φ)uj`m(r), (4.5)
ou` Y`m(θ, φ) de´signe les harmoniques sphe´riques et dj(r) et uj(r) de´signent une base ra-
diale biorthonormale. Les fonctions qui composent cette base satisfont automatiquement
la relation de Poisson :
4uj`m(r) = 4piGdj`m(r), (4.6)
et posse`dent la proprie´te´ d’orthogonalite´ suivante1 :
− 1
4piG
∫
drr2ui`m(r)∗dj`m(r) = δij . (4.7)
L’application de la relation d’orthogonalite´ pre´ce´dente a` l’e´quation (4.3) conduit a` :
ai`m(t) = − 14piG
∫
dru∗i`m(r)Y
∗
`m(θ, φ)ρ(r, t) (4.8)
= − 1
4piG
∑
k
∫
drdvu∗i`m(r)Y
∗
`m(θ, φ)fk(I, t) exp(ik ·w) (4.9)
1on notera le changement de convention du produit scalaire de´finissant la biorthogonalite´
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Transforme´es en angles-actions
L’e´quation (4.9) met en jeu les deux types de variables, obligeant le passage d’une
description (r,v) de la base biorthogonale a` une description en angle actions (w, I). Le
jeu de variable angle-action e´tant canonique, l’e´le´ment diffe´rentiel dvdr est remplace´ par
dIdw dans les calculs suivant, i.e. :
ai`m(t) = − 14piG
∑
k
∫
dIdwu∗i`m(r)Y
∗
`m(θ, φ)fk(I, t) exp(ik ·w) (4.10)
Une telle ope´ration est pre´sente´e en de´tail dans Tremaine & Weinberg (1984). Ainsi, la
transforme´e en angle action de la base de projection en potentiel est donne´e par :
Y`m(θ, φ)uj`m(r) =
∑
k
V`,k2,k3(β)Wi`k(I) exp(ik ·w), (4.11)
ou` β = cos−1 Lz/L est l’angle entre le plan de l’orbite conside´re´e et la direction (arbi-
traire). La fonction V`,k2,k3(β) est de´finie par :
V`,k2,k3(β) = r
`
k2,k3(β)Y`k2(pi/2, 0)i
k3−k2 (4.12)
ou` la fonction r`k2,k3(β) de´signe un ope´rateur de rotation “ramenant” l’harmonique
sphe´rique dans le plan de l’orbite conside´re´e (cf. par exemple Varshalovich et al. (1988)
ou Messiah (1962)). La quantite´ Wi`k(I) est donne´e par :
Wi`k(I) =
1
2pi
∫ pi
−pi
dw1 exp(−ik1w1)uj`m(r) exp(ik2(Ψ− w2)). (4.13)
Sur une orbite de´crite par I, l’e´cart entre l’azimuth d’un point sur cette orbite Ψ et son
“angle moyen” (de´crit par w2) ne de´pend que de la phase radiale w1. Ainsi, Wi`k(I)
de´crit la transforme´e de Fourier de la variation radiale de la base de projection sur une
orbite.
Inte´grales sur les angles et obtention de la re´ponse
L’inte´grale sur les angles
∫
dw peut eˆtre mene´e a` terme, tandis que l’inte´grale sur
les actions peut s’e´crire :∫
dI =
∫
dIrdLdLz =
∫
1
Ω1
dELdLd cosβ. (4.14)
L’inte´grale sur l’angle β peut eˆtre conduite sur les fonctions V (β) sachant que (cf. par
exemple Edmonds (1960)):∫
d cosβV ∗`′,k′2,k′3(β)V`,k2,k3(β) = C`k2δ``′ , (4.15)
ou` :
C`k2 =
2
2`+ 1
|Y`k2(
pi
2
, 0)|2. (4.16)
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Au final, en combinant les e´quations (4.7), (4.11) et (4.13) avec la solution de la re´ponse
en densite´ ((2.70)), on obtient la solution pour les coefficients aj`,m :
ai`m(t) =
∑
j
∫ t
−∞
dτKj`m(τ − t)(aj`m(τ) + bj`m(τ)). (4.17)
Les deux membres de l’e´quation (4.17) contiennent les coefficients de la re´ponse en
densite´, et de´coulent du traitement auto-consistant de la dynamique du halo. Le calcul
non auto-consistant s’effectuera simplement en omettant le coefficient a`mj du terme de
droite. L’expression du noyau Kj`m(τ − t) est donne´e par:
Kj`m(τ − t) = − 2pi
3
4piG
∫
dE
LdL
Ω1
dF
dE
∑
k
C`k2(ik ·Ω)W ∗`ikW`jk exp(ik ·Ω(τ − t)) (4.18)
De´rive barycentrique
Le calcul pre´ce´dent ne tient pas compte de la de´rive barycentrique du syste`me. Dans
le re´fe´rentiel barycentrique, tout de´placement global du halo se traduit par l’apparition
d’une force d’inertie. Le hamiltonien a` re´soudre devient :
H = H0 + ψ + ψe + r · dVcdt , (4.19)
ou` le dernier terme re´sulte de la prise en compte de cette force inertielle (cf. par exemple
Landau & Lifshitz (1969)). La prise en compte de cette acce´le´ration supple´mentaire se
traduit par la modification suivante du noyau :
Kj`m(τ−t) = − 2pi
3
4piG
∫
dE
LdL
Ω1
dF
dE
∑
k
C`k2(ik·Ω)W ∗`ik(W`jk+
4pi
3
δ`1p`mjXk(I)) exp(ik·Ω(τ−t)),
(4.20)
ou`
Xk(I) =
1
2pi
∫ pi
−pi
dw1 exp(−ik1w1) exp(ik2(Ψ− w2))r, (4.21)
et
p`mj =
∫
drr2dj`m(r)
dΦ0
dr
. (4.22)
L’utilisation d’un re´fe´rentiel non inertiel entraˆıne l’apparition d’un champ de force ho-
moge`ne se manifestant par un potentiel dipolaire (` = 1) supple´mentaire.
Re´sume´
Le calcul de la re´ponse ρ(r, t) d’un syste`me a` un potentiel ψe(r, t) se fait par le calcul
des coefficients ai`m. La re´solution de l’e´quation (4.17) se fait en deux e´tapes :
1. Le calcul du noyau. Ce calcul ne´cessite entre autres de de´terminer quelles sont les
actions du syste`me pour un mode`le de halo donne´.
2. La re´solution a` proprement dite de (4.17), c’est-a`-dire trouver l’e´volution tem-
porelle de ai`m pour un noyau K et une perturbation bi`m(t) donne´e.
Le sche´ma de l’imple´mentation du calcul est donne´ en figure 4.1.
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Figure 4.1: Sche´ma du calcul de la re´ponse. Les cadres en traits pleins de´signent les
donne´es du proble`mes. Les cadres en tirets de´signent les quantite´s calcule´es
par le code de stabilite´. Les diffe´rentes ope´rations effectue´es pour obtenir ces
quantite´s sont donne´es en bleus.
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Figure 4.2: Cas typique de de´termination nume´rique du taux de variation w˙ des angles.
En haut a` gauche, une orbite de´finie par trois actions arbitraires I. En rouge,
la trajectoire de la particule test pendant une pe´riode radiale, Tr. En haut a`
droite, l’e´volution du rayon de cette particule durant Tr, a` partir de laquelle
w˙1(I) = 2pi/Tr est de´duit. En bas a` gauche, l’e´volution de l’azimuth Θ de la
particule dans le plan de l’orbite fournit la quantite´ w˙2(I) = ∆Θ/Tr. En bas
a` droite, la variation de la fonction de la base radiale u10,1,1(r(t)) le long de
l’orbite durant Tr conduit a` l’e´valuation de sa transforme´e W10,1,k(I).
4.1.1 Calculs en variables angle-actions
De fac¸on ge´ne´rique, il n’existe pas de relations analytiques simples entre les actions
I et les fre´quences angulaires associe´es Ω = dw/dt. A fortiori, il n’existe pas de rela-
tions de passage simples entre variables (I,w) et les variables positions-vitesses. De fait,
pour un mode`le de halo arbitraire de´crit par F (E), ces relations doivent eˆtre de´duites
nume´riquement. 2 Pour un mode`le de halo donne´, on dispose de sa fonction de distri-
bution F(E) (dans le cas isotrope) et de son potentiel gravitationnel a` l’e´quilibre. On
proce`de a` un pavage de l’espace des inte´grales du mouvement (E,L) et le calcul des
relations de passage se fait par une proce´dure de ’lancer d’orbites’ dans ce potentiel
gravitationnel. Par exemple, pour chaque orbite de´finie par ses inte´grales du mouve-
ment, la mesure simultane´e de r(t) et de w(t) permet d’e´tablir les relations de passages
r(w). Ces relations permettent notamment le calcul du taux de variation des angles
Ω(I) et des transforme´es W`ik(I). L’obtention de ces quantite´s est illustre´e par la figure
4.2.
4.1.2 Bases biorthogonales
On notera que pour cette dernie`re quantite´, la base de fonction densite´-potentiel
doit eˆtre explicite´e. Aucun a` priori n’est pose´ sur la base biorthonormale, et deux bases
ont e´te´ utilise´es de fac¸on transparente dans l’imple´mentation pre´sente. La premie`re est
2Les seules exceptions sont les mode`les isochrone et Ke´ple´rien (Binney & Tremaine (1987)).
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de´crite dans Fridman & Poliachenko (1984) et Weinberg (1989) et est de´finie par :
uj`m(r) = − 4piG
√
2
αj | J`(αj) |R
−1/2J`(αjr/R) (4.23)
dj`m(r) =
αj
√
2
| J`(αj) |R
−5/2J`(αjr/R), (4.24)
ou` R est un rayon de troncature tandis que les fonctions J` sont de´finies a` partir de
fonctions de Bessel JB : J`(x) =
√
pi/2xJB`+1/2(x). Les quantite´s αn sont les racines
n-ie`me de JB`−1/2(x). Cette base est utilise´e dans le test de l’imple´mentation pre´sente´
dans la section suivante.
La seconde est issue de Hernquist & Ostriker (1992) et est de´finie par :
uj`m(r) = −4pi r
`
(1 + r)2`+1
C
2`+3/2
j (ξ) (4.25)
dj`m(r) = 4pi
ζ`j
2pi
rl−1
(1 + r)2`+3
C
2`+3/2
j (ξ), (4.26)
ou` ξ = (r − 1)/(r + 1) et ζ`j = j/2(j + 4` + 3) + (` + 1)(2` + 1). La quantite´ Cij(ξ) est
de´finie re´cursivement par : Ci0(ξ) = 1, C
i
0(ξ) = 2iξ et C
i
j(ξ) = 2(j − 1 + i)ξCij−1(ξ)/j −
(j− 2+ 2i)Cij−2(ξ)/j. Les deux fonctions doivent eˆtre ensuite normalise´es afin d’obe´ir a`
l’e´quation (4.7).
En principe, l’utilisation de l’une ou l’autre des bases est possible, quel que soit le
proble`me ou le mode`le adopte´ pour de´crire le halo. En pratique, le nombre de fonctions
a` conside´rer de´pend de l’ade´quation d’une base a` de´crire un mode`le ou une perturbation
donne´s. Ainsi la base de Hernquist est particulie`rement adapte´e pour de´crire des poten-
tiels tre`s pique´s au centre (cf. figure 4.3). Le mode`le de Fridman convient davantage
a` des mode`les de type ‘noyau’, du fait d’un comportement plus re´gulier pour de petits
rayons.
4.2 Aspects nume´riques de l’imple´mentation
4.2.1 Inte´gration du noyau
On s’attend intuitivement a` ce que le noyau soit d’autant mieux calcule´ que le pavage
dans l’espace des actions est fin, de fac¸on a` ce que l’e´chantillonage puisse refle´ter les
variations de l’inte´grand de K dans cet espace. Ne´anmoins, la pre´sence d’un terme
oscillant exp(ik ·Ω(I)(τ − t)) dans l’inte´grale du noyau implique qu’il existe un valeur de
(τ− t) au dela` de laquelle l’e´chantillonage en actions s’ave`re eˆtre insuffisant. En d’autres
termes, pour un e´chantillonage en action donne´, il existe un horizon temporel au dela`
duquel le noyau ne peut plus eˆtre calcule´ avec pre´cision. Cette difficulte´ est contourne´e
en conside´rant l’inte´grand sur de faibles variations des actions ∆E,∆L. Sur ce petit
espace, le noyau s’e´crit formellement :
K(∆t) =
∫ E+∆E/2
E−∆E/2
dE
∫ L+∆L/2
L−∆L/2
dLLg(E,L)eh(E,L)∆t. (4.27)
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Figure 4.3: Une comparaison entre deux bases en densite´ dj`m(r). En haut : fonctions
de la base biorthogonale de Hernquist & Ostriker (1992). En bas : fonctions
de la base biorthogonale de Fridman & Poliachenko (1984). Sont repre´sente´es
ici uniquement les fonctions dont j ≤ 5 et ` = m = 1.
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Il est raisonnable de conside´rer que les fonctions g(E,L) et h(E,L) peuvent eˆtre ap-
proxime´es par leur de´veloppement limite´ au premier ordre autour de E,L :
g(E +∆E,L+∆L) = g(E,L) +
(
∂g
∂E
)
(E,L)
∆E +
(
∂g
∂L
)
(E,L)
∆L (4.28)
= a∆E + b∆L+ c, (4.29)
de meˆme h(E,L) = a′∆E + b′∆L + c′. Sous cette approximation, l’inte´grale (4.27)
s’exprime de fac¸on analytique, via une fonction ℵ, en fonction des quantite´s a, b, c et
a′, b′, c′: ∫ Ei+∆E/2
Ei−∆E/2
dE
∫ Li+∆L/2
Li−∆L/2
dLLg(E,L)eh(E,L)∆t =
ℵ(a(Ei, Li), b(Ei, Li), c(Ei, Li), a′(Ei, Li), b′(Ei, Li), c′(Ei, Li),∆t), (4.30)
ou` l’indice i de´signe un point du pavage de l’espace (E,L). L’inte´grale (4.27) devient
une somme discre`te sur les points i du pavage :
K(∆t) =
∑
i
ℵ(a(Ei, Li), b(Ei, Li), c(Ei, Li), a′(Ei, Li), b′(Ei, Li), c′(Ei, Li),∆t). (4.31)
Par cette me´thode, la pre´cision nume´rique du noyau n’est plus limite´ par la pre´sence du
terme oscillant.
Enfin, le calcul du noyau a e´te´ adapte´ pour fonctionner de fac¸on partage´e sur plusieurs
processeurs en meˆme temps. Pratiquement, chaque e´le´ment (m, i, j) de l’ope´rateur est
calcule´ se´pare´ment sur chacun des processeurs disponibles, diminuant d’autant le temps
de calcul.
4.2.2 Calcul de la re´ponse
Une fois l’expression du noyau d’inte´gration obtenue, il reste a` re´soudre l’e´quation
aux a`m proprement dite. L’e´quation inte´grale (4.17) est dite de Volterra. Deux fac¸ons
comple´mentaire de proce´der existent et ont e´te´ imple´mente´es :
• Une me´thode classique de re´solution consiste a` approximer la ‘convolution’ par
la me´thode des trape`zes. Elle est entie`rement de´crite dans Press et al. (1992) et
la dure´e de re´solution est typiquement fonction de l’e´chantillonage temporel du
noyau.
• La solution peut e´galement eˆtre obtenue de fac¸on ite´rative. Cette me´thode s’ave`re
possible du fait de la stabilite´ des halos. L’absence de modes instables implique
un comportement non divergent des coefficients a`mj et garantit une convergence
de la re´solution ite´rative.
La premie`re me´thode est adapte´e a` une re´solution “a` l’aveugle” ou` aucun a priori sur
la solution de l’e´quation n’est connu : le nombre d’ope´rations a` effectuer est fixe´ pour
un e´chantillonage temporel donne´. Pour peu que l’on dispose d’un bon a` priori sur
la solution de l’e´quation (4.27) (en ayant par exemple utilise´ la premie`re me´thode),
la seconde approche s’ave`re plus efficace du fait d’une rapide convergence vers le bon
re´sultat.
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4.3 Tests de l’imple´mentation
4.3.1 Champ de force homoge`ne
Un test de la pre´sente imple´mentation consiste a` reproduire la de´rive globale du
halo dans un champ de force homoge`ne. Ce proble`me “simple” posse`de une solution
analytique qui peut eˆtre directement compare´e a` la re´ponse obtenue via la stabilite´
line´aire. Ce test est propose´ par Weinberg (1989) ou` l’auteur remarque que le potentiel
cre´e´ par un tel champ s’exprime uniquement en terme d’harmoniques dipolaires:
ψe(r, t) = a(t)xex = a(t)
√
2pi
3
r(Y11(Ω) + Y1−1(Ω))ex, (4.32)
ou` a(t)ex de´signe la force homoge`ne oriente´e arbitrairement suivant l’axe ex. Les quan-
tite´s r et Ω de´signent les coordonne´es sphe´riques dans le re´fe´rentiel barycentrique du
halo au repos. Cette perturbation de type dipolaire induit une re´ponse du syste`me qui
est comple`tement de´crite par ses coefficients aj1m. Un tel champ provoque une transla-
tion globale du syste`me dans la direction du champ de force. La “re´ponse” en potentiel
apparaˆıt comme e´tant simplement la diffe´rence entre le potentiel au repos et le potentiel
translate´, c’est-a`-dire :
ψ(r, t) = Φ(r− rb(t))− Φ(r), (4.33)
ou` Φ de´signe le potentiel du syste`me au repos et ou` rb(t) de´signe la position du barycentre
a` chaque instant t. De fac¸on ge´ne´rale la quantite´ rb(t) est obtenue en inte´grant a(t) au
cours du temps. Au premier ordre et pour de faibles de´placement, la re´ponse du syste`me
s’e´crit alors:
ψ(r, t) = −rb(t) · ∇Φ(r). (4.34)
Le champ de force est choisi avec une de´pendance temporelle arbitraire de type sinus,
a(t) = a0 sin(ωt). En orientant le champ selon la direction ex, la re´ponse a` reproduire
devient :
ψ(r, t) = −a0
ω
(t− sin(ωt)
ω
)
dΦ
dr
er · ex. (4.35)
La figure 4.4 pre´sente une comparaison entre la re´ponse pre´dite par (4.35) pour une
sphe`re de Plummer et celle calcule´e par la pre´sente imple´mentation du calcul line´aire.
Le potentiel de Plummer est donne´ par (Binney & Tremaine (1987)) :
Φ(r) = − GM√
r2 + b2
, (4.36)
ou` M de´signe la masse totale du halo tandis que b de´signe son rayon caracte´ristique.
Dans le cas pre´sent, M = 1 et b = 1. Sa fonction de distribution associe´e est donne´e
par :
F (E) =
24
√
2
7pi3
(−E)7/2. (4.37)
Les parame`tres du champ exte´rieur homoge`ne sont a0 = 0.01 et ω = 0.01. La re´ponse a
e´te´ calcule´e a` partir de la base de Weinberg et seuls les 20 premiers termes de l’expansion
ont e´te´ retenus. La re´ponse est calcule´e pour 0 < t < 10 (ou` t est exprime´ en unite´ de√
b3/GM) afin de respecter l’hypothe`se de faible de´rive. Dans la figure 4.4, la re´ponse
calcule´e est compare´e a` la re´ponse attendue. De la meˆme fac¸on, la de´composition en
aj`m(t) de la re´ponse est compare´e aux coefficients the´oriques. La me´thode line´aire
parvient clairement a` reproduire la re´ponse analytique, validant son imple´mentation.
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Figure 4.4: En haut : Re´ponse en potentiel d’une sphe`re de Plummer a` un champ de
force uniforme (a0 = 0.01, ω = 0.01). Le champ est oriente´ suivant la
direction X. En rouge et trait pointille´, la re´ponse the´orique pour t=10. En
bleu et trait plein, la re´ponse obtenue a` partir du code de stabilite´ line´aire
au meˆme instant. L’e´chelle des deux isocontours est identique et le calcul
line´aire reproduit le re´sultat attendu. En bas : Evolution temporelle des
coefficients aj,`=1,m=1 pour j=2,4,6. En pointille´s l’e´volution attendue, en
traits pleins l’e´volution des coefficients calcule´s par le module line´aire.
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4.3.2 Croissance adiabatique d’une sphe`re
L’un des objectifs a` plus long terme est d’utiliser le calcul de la re´ponse du halo pour
propager le comportement statistique des environnements mesure´ au rayon de Viriel aux
re´gions proches du disque. Pour ce faire, la dynamique des re´gions les plus internes
du halo doit eˆtre bien re´solue, spatialement bien suˆr mais e´galement temporellement,
compte tenu des temps caracte´ristiques plus courts dans ces re´gions. Pour tester la
capacite´ du mode`le a` pouvoir satisfaire ce cahier des charges, la re´ponse d’un halo a` la
croissance d’une sphe`re place´e en son centre a` e´te´ calcule´e via l’approche line´aire. Ce
test ne constitue pas qu’une simple vue de l’esprit puisqu’il peut eˆtre ramene´ a` l’e´tude
de la contraction du halo de matie`re noire sous l’influence de la croissance d’un disque
en son centre. Ce sce´nario permet en particulier de produire des courbes de rotation
plates a` partir de halos a` large coeur (par ex. Blumenthal et al. (1986)).
Les comparatifs ont e´te´ effectue´s a` l’aide de re´sultats fournis par John Magorrian
et ceci de deux manie`res diffe´rentes. Les re´sultant non auto-consistants ont e´te´ com-
pare´s a` des simulations a` particules perturbatives (par exemple Leeuwin et al. (1993)
et Leeuwin & Combes (1997)). Ce types de simulations repose sur un e´chantillonage
non pas de l’ensemble de la fonction de distribution du syste`me (comme les simula-
tions N-Corps classiques), mais sur un e´chantillonage de la re´ponse du syste`me par
rapport a` l’e´quilibre. En d’autres termes, ce type de simulations “peuple” les re´gions
de l’espace des phases modifie´es par l’e´volution du syste`me. Ce type de simulations est
ainsi particulie`rement approprie´ a` l’e´tude de phe´nome`nes fins et peu e´loigne´s de solutions
analytiques de l’e´quation de Boltzmann.
D’autre part, J. Magorrian a fourni des pre´dictions analytiques a` ce proble`me, base´
sur la me´thode de Young (1980) de´veloppe´e pour pre´dire la re´ponse d’un syste`me a` la
croissance adiabatique d’un trou noir central. Il s’ave`re que cette me´thode est extensible
a` des perturbateurs autres que des trous noir. Elle repose sur l’invariance de la fonction
de distribution f(Ir, L) ou` Ir = (2pi)−1
∮
vrdr de´signe l’action radiale de´ja` de´finie au-
paravant et L le moment angulaire, qui sont deux invariants adiabatiques du syste`me.
L’ajout d’un potentiel perturbateur va modifier l’e´nergie E d’une “e´toile” en E∗ de telle
fac¸on a` ce que I∗r (E∗, L) = I∗r (E∗, L). Compte tenu de f∗(E∗, L) = f(E,L), il de´coule
le nouveau profile de densite´ ρ∗. La solution ρ∗ est obtenue par ite´ration.
Mode`le de Plummer
Le halo a d’abord e´te´ mode´lise´ par une sphe`re de Plummer (dont les caracte´ristiques
sont donne´es par les e´quations 4.36 et 4.37), de rayon caracte´ristique et de masse unite´.
Le perturbateur a e´te´ mode´lise´ par une sphe`re de rayon caracte´ristique 0.4 et de masse
0.01, dans les unite´s du halo. Compte tenu de la syme´trie du proble`me, seule la re´ponse
monopolaire a e´te´ calcule´e (` = 0). La base radiale utilise´e fut celle de Weinberg et
le calcul porta sur 20 termes radiaux. L’espace (E,L) fut e´chantillonne´ sur une grille
60x60. La croissance temporelle du perturbateur fut de type 3(t/tmax)2 − 2(t/tmax)3 ou`
tmax = 20 (en unite´ de
√
b3/GM avec G=1) sur 256 pas de temps. Le calcul fut conduit
a` la fois dans le re´gime auto et non auto-consistant.
Les comparatifs sont pre´sente´s dans la figure 4.5. La me´thode line´aire parvient claire-
ment a` reproduire les re´sultats obtenus avec les deux me´thodes pre´cite´es. La simulation
a` particules perturbatives a` e´te´ re´alise´e avec 1 million de particules et bien qu’elle soit
par nature plus a` meˆme de mode´liser cet croissance qu’une simulation classique, les ef-
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fets d’e´chantillonnages se font tout de meˆme sentir dans les re´gions les plus centrales.
Ne´anmoins, il apparaˆıt que cette me´thode et la me´thode line´aire sont en bon accord.
Ceci valide a` nouveau la proce´dure de calcul du noyau de re´ponse K. Le re´gime auto-
consistant a e´te´ compare´ avec le re´sultat obtenu par la me´thode de Young. Bien que le
re´sultat fourni par la me´thode line´aire soit le´ge`rement en dec¸a` du re´sultat the´orique, le
de´saccord est de l’ordre de 1% pour les re´gions centrales et quasi parfait pour les re´gions
les plus externes. Cet accord valide la proce´dure de calcul auto-consistant qui ne´cessite
un emploi correct de la me´thode ite´rative ou la me´thode de Volterra, en plus d’un calcul
pre´cis du noyau. Seul la me´thode de Volterra est pre´sente´e ici, mais la me´thode ite´rative
fournit le meˆme re´sultat.
Mode`le de Hernquist
Compte tenu de ces re´sultats tre`s encourageant, la meˆme test auto-consistant a` e´te´
re´alise´e avec un mode`le de Hernquist (Hernquist (1990)). Le potentiel de Hernquist est
de´fini par :
Φ(r) = − GM
r + a
. (4.38)
Ce potentiel est plus pique´ que le pre´ce´dent, rendant critique l’e´chantillonage en actions
de ces re´gions pour le calcul de la re´ponse. Le halo est de masse M=1 et de rayon de coeur
a=1. Le perturbateur fut choisi de masse M=0.01 et de rayon de coeur a=0.25. La base
radiale adopte´e fut celle de Hernquist car mieux adapte´e a` la reconstruction du profil.
Les calculs porte`rent sur les 15 premiers termes de cette base. La re´ponse fut calcule´e
sur 512 termes pour 0 < tmax < 40. L’espace (E,L) fut e´chantillonne´ sur une grille
60× 60 pour E > −0.95 en unite´ (G=1, M=1, a=1). La re´ponse auto-consistante fut a`
nouveau compare´e a` la pre´diction de la me´thode de Young. Le re´sultat est repre´sente´
par la courbe rouge de la figure 4.6 (figure du haut).
Le re´sultat n’est clairement pas a` la hauteur de la pre´diction the´orique. Si les re´gions
externes ont l’air conformes a` la pre´diction, il n’en est pas de meˆme pour les re´gions les
plus internes. Compte tenu de la nature tre`s pique´e de ce potentiel, il est probable
que ce de´saccord est le fait d’un mauvais e´chantillonage des re´gions centrales du halo.
Pour confirmer cette hypothe`se, l’e´chantillonage en (E,L) pre´ce´dent s’est vu e´tendu au
coeur en lui adjoignant une re´gion supple´mentaire dont les e´nergies sont caracte´rise´es par
−0.99 < E < −0.95 et e´chantillonne´e en 60×60 en e´nergie-moment angulaire. Le re´sultat
est repre´sente´ par la courbe bleue de la meˆme figure 4.6 (figure du haut). L’augmentation
tre`s significative de la re´ponse en densite´ au centre met en valeur l’importance d’un bon
e´chantillonage des re´gions centrales dans l’espace (E,L), et ceci meˆme si leur contribution
a` la masse totale du halo est faible.
La meilleure reconstruction qui fut obtenue a` ce jour est repre´sente´e dans la figure
4.6 (en bas). Celle-ci met en jeu un e´chantillonage (E,L) de taille 100x100x20, compose´
de 20 sous-espace de (E,L) distribue´ logarithmiquement en e´nergie et pour E > −0.999.
Un tel calcul n’est possible qu’en paralle´lisant les taˆches de calcul du noyau sur chacun
de ces sous-espace. En d’autres termes, un degre´ de granulosite´ supple´mentaire au calcul
paralle`le a e´te´ ajoute´. La re´ponse en densite´ a` e´te´ calcule´e seulement sur les 10 premiers
ordres radiaux et compare´e a` la formule de Young reconstruite a` partir des 10 premiers
termes de sa propre de´composition. La formule de Young est retrouve´e a` une dizaine de
pourcent pre`s, indiquant qu’une reconstruction parfaite est a` porte´e de main.
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Figure 4.5: Calcul de la re´ponse d’une sphe`re de Plummer soumise a` la croissance d’une
autre sphe`re de Plummer. En haut : calcul non auto-consistant. La re´ponse
line´aire (courbes noires) est compare´e au calcul obtenu a` partir de simulations
aux “particules perturbatives” (histogramme bleu). La reconstruction du
profil simule´ a` partir de sa de´composition sur la base radiale est e´galement
montre´ (courbe tirete´e). En bas : calcul auto-consistant. La re´ponse line´aire
(courbe noire) est compare´ au mode`le de Young (courbe rouge). L’e´cart au
centre est de l’ordre de 1%.
4.4 Conclusions
Ce chapitre a pre´sente´ les de´tails pratiques de la mise en place du calcul de la re´ponse
line´aire du halo a` un champ de mare´e exte´rieur. La base biorthogonale de projection de
la re´ponse a e´te´ explicite´ ainsi que le de´tails du passage a` la repre´sentation en angles-
actions. Il aura e´galement e´te´ expose´ les “astuces” nume´riques permettant de re´soudre
le proble`me de l’inte´grand oscillant apparaissant dans le calcul du noyau, ainsi que
les deux me´thodes e´quivalentes permettant de calculer la re´ponse a` proprement dite.
Enfin, l’imple´mentation a` fait l’objet d’une double validation, en parvenant a` reconstruire
la de´rive d’une sphe`re de Plummer dans un champ de force homoge`ne et la re´ponse
d’une sphe`re de Plummer a` la croissance adiabatique d’une sphe`re en son centre. Ce
dernier proble`me a e´galement e´te´ aborde´ avec un mode`le de Hernquist plus a` meˆme de
repre´senter les halos de matie`re noire et a permis de mettre en lumie`re la ne´cessite´ de
de´crire la fonction de distribution du mode`le avec une grande pre´cision.
A ce stade, une e´tude en convergence plus pousse´e reste a` faire : influence de la
re´solution temporelle, influence des ordres radiaux maximum, influence de l’e´chantillonage
en (E,L), etc... De plus ces premiers calculs ont porte´ sur des harmoniques de bas or-
dres (` = 0, 1), hors il est entendu qu’a` terme les calculs de re´ponse devront porter sur
des e´chelles plus petites. Enfin, le calcul des ope´rateurs “source” et des ope´rateurs non
line´aires n’a pas e´te´ aborde´, bien qu’il ne diffe`re en principe que peu du calcul pre´sente´
ici.
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Figure 4.6: Calcul de la re´ponse d’une sphe`re de Hernquist soumise a` la croissance
d’une autre sphe`re de Hernquist. En haut : comparatif entre le re´sultat
the´orique obtenu par la formule de Young (courbe jaune), la re´ponse du
mode`le line´aire (courbe rouge) e´chantillonne´ a` des e´nergies supe´rieures a`
-0.95 et la re´ponse du mode`le line´aire (courbe bleu) pre´ce´dent auquel un
e´chantillonage supple´mentaire du coeur a e´te´ ajoute´. Bien que la fraction de
masse contenue dans le coeur est faible, sa contribution est cruciale pour le
calcul de la re´ponse dans les re´gions les plus internes. En bas : comparatif
entre le mode`le de Young reconstruit avec i < 15 et la re´ponse du mode`le
line´aire. La re´ponse est retrouve´e a` 10% pre`s.
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Ne´anmoins, les re´sultats sont prometteurs, y compris sur des mode`les a` comporte-
ment singulier dans les re´gions centrales. De plus, l’imple´mentation paralle`le autorise a`
penser que des calculs tre`s pre´cis peuvent eˆtre effectue´s sur les ope´rateurs de re´ponse.
Compte tenu du fait que les calculs d’ope´rateurs ne doivent eˆtre faits qu’une seule fois,
cet effort nume´rique ne´cessaire pour parvenir a` de hauts niveaux de pre´cisions apparaˆıt
raisonnable compte tenu de la large gamme de proble`mes abordables par la suite, dont
la propagation statistique des champs des mare´es. Enfin, la mise en place du calcul
line´aire pre´figure la mise en pratique de calculs aux ordres supe´rieurs. Ces derniers re-
posent sur les meˆme concepts et me´thodes que ceux expose´s dans ce chapitre, au nombre
de couplages supple´mentaires pre`s.
5
Simulations de matie`re noire
Les chapitres 2 et 4 ont expose´ la the´orie associe´e a` l’e´tude de la dynamique du
halo “ouvert” ainsi que les premie`res e´tapes d’une mise en place pratique de cette
the´orie. Cette the´orie requiert des “entre´es” de´crivant la statistiques des flux auxquels
sont soumis les halos. Ces entre´es sont fournies par les mesures dans les simulations
cosmologiques.
L’un des premiers objectifs de cette the`se fut de simuler un volume d’univers suff-
isamment important pour re´duire les effets de variance cosmique sur les mesures autour
des halos. Le premier choix fut de produire des simulations constitue´es uniquement
de matie`re noire. Ce type de simulations est simple a` mettre en place contrairement
a` des simulations contenant du gaz, ces dernie`res ne´cessitant de prendre en compte de
nombreux effets tels que la formation d’e´toiles, la re´troaction, le rayonnement UV (voir
par ex. Ostriker (1999) pour une revue). L’introduction de phe´nome`nes baryoniques
aurait significativement augmente´ le niveau de complexite´ de fac¸on non ne´cessaire a` ce
stade. L’emphase e´tant mise sur l’impact dynamique des flux sur les halos, la prise en
compte de la matie`re noire seule constitue une approximation raisonnable. De plus,
le haut niveau de complexite´ des simulations baryoniques se traduit concre`tement par
une augmentation du temps de calcul ne´cessaire a` leur production (d’un facteur 2 a` 10
selon le type de simulations) et le volume simule´ en aurait e´te´ re´duit d’autant. Bien
que l’utilisation de simulations baryoniques constitue un objectif a` terme, l’ensemble des
raisons pre´ce´dentes ont amene´ a` conside´rer seulement la matie`re noire.
Deux approches sont possibles : la ge´ne´ration d’un volume d’univers “monobloc” de
tre`s grand volume ou la ge´ne´ration d’un grand nombre de simulations de volume plus
modeste. La premie`re approche posse`de l’avantage de ne ne´cessiter que la production
d’une seule simulation. Le grand volume permet d’avoir une tre`s bonne repre´sentativite´
de la re´partition des vides et des zones surdenses dans l’univers. Enfin, un grand vol-
ume limite naturellement l’influence des re´plicats dus aux conditions limites pe´riodiques,
commune´ment utilise´es dans les codes actuels. Toutefois, la ge´ne´ration de grandes sim-
ulations pose naturellement le proble`me de la re´solution en masse, qui ne´cessite un tre`s
grand nombre de particules pour ne pas sacrifier cette re´solution sur l’autel de la taille
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de boˆıte. De telles simulations ne´cessitent des moyens mate´riels tre`s importants, que ce
soit dans leur production ou meˆme leur analyse.
L’option retenue fut de produire une se´rie de simulations plus modestes, ou` le faible
nombre de particules est compense´ par le petit volume simule´. Plus de 500 simulations de
2 millions de particules de matie`re noire ont e´te´ produites, avec une re´solution en masse
de 5 ·109M¯. La production de ce jeu de simulations a e´te´ rendu possible en reliant trois
codes publics au sein d’une chaˆıne de production automatique. Les conditions initiales
furent ge´ne´re´es a` l’aide de GRAFIC1 (Bertschinger (2001)). Le code N-corps utilise´
fut GADGET 1.1 (Springel et al. (2001)) dans sa version matie`re noire pure. Enfin, le
de´tecteur de halos HOP (Eisenstein & Hut (1998)) permit d’extraire les objets forme´s
dans les simulations. L’utilisation de codes publics implique une utilisation de type
“boˆıte noire” de ces programmes, qui n’est pas sans poser de proble`mes. A contrario,
outre le fait que ce choix posse`de le me´rite d’eˆtre efficace, ces codes sont reconnus et
intensivement utilise´s par la communaute´ garantissant leur fiabilite´.
L’objectif de ce chapitre est dans un premier temps de de´crire les diffe´rentes e´tapes de
production, ainsi que les parame`tres physiques et nume´riques qui ont e´te´ utilise´s. Dans
un second temps, la proce´dure d’extraction des halos est de´crite, de meˆme que quelques
unes de leurs caracte´ristiques ge´ne´riques auxquelles il sera largement fait re´fe´rence dans
l’ensemble des e´tudes de´crites dans ce manuscrit.
5.1 Chaˆıne de production des simulations
La production de simulations a` proprement dite se fait en deux e´tapes : ge´ne´ration
des conditions initiales et inte´gration dynamique. Ces deux e´tapes ont e´te´ re´alise´es
respectivement a` l’aide des codes GRAFIC1 et GADGET, de´crits ci-apre`s.
5.1.1 Ge´ne´ration des conditions initiales par GRAFIC1
L’objectif de GRAFIC1 est de ge´ne´rer une re´alisation a` grand redshift du champ
de densite´ de matie`re. Ce champ ale´atoire est entie`rement caracte´rise´ par le spectre de
puissance, P (k), caracte´ristique d’un mode`le d’univers. GRAFIC1 calcule P (k) pour
une cosmologie donne´e et est ensuite capable de fabriquer un champ de densite´ initial
conforme a` ce spectre de puissance.
De´finition du spectre de puissance
Le champ de densite´ initial est un champ ale´atoire gaussien, commune´ment de´crit
par le contraste de densite´ associe´, δ(x) :
δ(x) =
ρ(x)− ρ¯
ρ¯
, (5.1)
ou` ρ¯ est la densite´ moyenne de l’univers. On nomme δ(k) sa transforme´e de Fourier,
ou` k de´signe une fre´quence spatiale. Un tel champ δ est entie`rement caracte´rise´ par sa
fonction de corre´lation a` deux points ξ(r) ou, de fac¸on e´quivalente, par son spectre de
Puissance P (k), qui est la transforme´e de Fourier de ξ(r). Pour un champ δ isotrope et
homoge`ne, contraste de densite´ et spectre de puissance sont relie´s par (cf. par exemple
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Peebles (1980), Peacock (1999)):
〈δ(k)δ(k′)〉 = P (k)δk−k′ , (5.2)
Par de´finition, P (k) apparaˆıt comme e´tant la variance du module de δ(k). Ces modes
δ(k) e´tant de statistique gaussienne (et de moyenne nulle), P (k) est la seule “entre´e”
requise par le processus de ge´ne´ration des conditions initiales. En revanche, la phase
de ces modes n’est pas contrainte : c’est le tirage ale´atoire de ces phases qui permet
de ge´ne´rer des re´alisations diffe´rentes d’un meˆme champ initial, correspondant a` des
distributions relatives diffe´rentes des germes de structures. De´pendant entie`rement du
mode`le cosmologique choisi, c’est le spectre de puissance qui fait du champ de densite´
initial un champ pertinent d’un point de vue physique. Par extension, c’est le spectre
de puissance initial qui rend la simulation susceptible de repre´senter l’univers tel qu’il
est observe´.
Etape 1 : Calcul de P (k)
Dans un premier temps, GRAFIC1 ge´ne`re le spectre de puissance conforme a` un
mode`le d’univers donne´. Cette de´pendance a` la cosmologie se traduit via la fonction
de transfert T (k) qui fournit le spectre de puissance initial (au sens des simulations) a`
partir du spectre de puissance primordial, Pprim(k) (cf. par exemple Coles (2001)) :
P (k, zi) = T (k, zi)2Pprim(k), (5.3)
ou` zi de´signe le redshift des conditions initiales. Le spectre de puissance primordial est
invariant d’e´chelle
Pprim(k) = akn (5.4)
avec n = 1 conforme´ment aux mode`les d’inflation actuellement privile´gie´s (cf. par
exemple Coles (2001)). La fonction de transfert utilise´e pour les pre´sentes simulations est
de type BBKS (Bardeen et al. (1986)). Le mode`le cosmologique retenu pour la fonction
de transfert est de type ΛCDM, domine´ par la matie`re noire froide avec une constante
cosmologique non nulle. Les parame`tres associe´s sont Ωm = 0.3 et ΩΛ = 0.7, exprime´s
en unite´ de densite´ critique, avec une constante de Hubble e´gale a` H0 = 70 km/s/Mpc.
Ces parame`tres sont conformes aux contraintes observationnelles combine´es du fond
diffus cosmologique, des supernovae a` grand redshifts et du comptage des amas. La
normalisation du spectre de puissance primordial n’e´tant pas contrainte par les mode`les
the´oriques, celle ci est fournie a` posteriori par la mesure observationnelle des proprie´te´s
des amas. Cette normalisation est de´crite par le parame`tre σ8, la variance du champ de
fluctuations lisse´ sur une e´chelle de 8h−1 Mpc. Suivant la prescription fournie par Eke
et al. (1996) :
σ8 = 0.52Ω−0.52+0.13Ωmm . (5.5)
la normalisation applique´e au spectre de puissance fut σ8 = 0.93.
Etape 2 : ge´ne´ration du champ de densite´ initial
Dans un second temps, GRAFIC1 doit ge´ne´rer un champ de densite´ initial δ(k) dont
le spectre de puissance est celui pre´ce´demment calcule´. Dans un premier temps, le code
ge´ne`re des de´placements ale´atoires qui constituent la seule source de diffe´rences entre
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deux simulations de cosmologie identiques. Ces de´placement ale´atoires constituent les
germes des structures qui vont naˆıtre dans les simulations. Pour ce faire, le code produit
une grille re´gulie`re de positions et ge´ne`re un champ de fluctuation blanc, δ1(x). Son
spectre de puissance est donne´ par :
〈δ21(k)〉 = 1. (5.6)
Dans un deuxie`me temps, GRAFIC1 convolue ce bruit blanc dans l’espace des posi-
tions par la transforme´e de Fourier de la racine carre´e du spectre de puissance :
δ(x) = δ1(x) ∗
√
F [P (k)](x). (5.7)
Etant donne´es les proprie´te´s de la convolution dans l’espace de Fourier, δ(x) satisfait
automatiquement le bon spectre de puissance. Le champ δ(x) fournit les positions
initiales des particules, preˆtes a` eˆtre utilise´es comme entre´es de l’inte´grateur.
Il est important de noter que les positions initiales des particules ne sont pas con-
formes au champ de force que chacune d’entre elles exercent sur ses voisines. Cet effet
local induit une sorte de relaxation parasite des particules au de´marrage des simula-
tions, alors qu’elles se re´arrangent sous l’effet de la gravitation. Cet effet pourrait eˆtre
inde´sirable pour des e´tudes a` tre`s haut redshift ou sur des tre`s grande e´chelles qui restent
essentiellement line´aire au cours du temps. L’objet de ces simulations e´tant l’e´tude des
halos de´ja` forme´s a` bas redshift, cet effet est comple`tement domine´ par les me´canismes
d’effondrement non-line´aires.
5.1.2 Inte´gration cosmologique avec GADGET
L’objectif des inte´grateurs nume´riques est de re´soudre les e´quations de la dynamique
cosmologique. Le sche´ma de re´solution des e´quations diffe`re peu d’un code a` l’autre et
consiste en deux e´tapes :
1. le calcul des forces applique´s a` une particule test par l’ensemble des autres partic-
ules dans la boˆıte.
2. la re´solution des e´quations dynamiques en connaissant la force ressentie, afin
d’obtenir la nouvelle vitesse et la position actualise´e de cette particule test.
Alors que la deuxie`me e´tape est re´solue de fac¸on standard quel que soit le code, la
premie`re e´tape constitue le coeur des codes cosmologiques. Toute la difficulte´ inhe´rente
de ces programmes consiste a` de´terminer les forces de fac¸on efficace et pre´cise. Alors
que toute une se´rie de me´thodes existe, le code utilise´, GADGET 1.1, fait partie de la
famille des code en arbres (ou Tree Code), ou` l’e´valuation des forces se fait en subdivisant
l’espace de fac¸on hie´rarchique.
Calcul des forces par un code en arbre
Ce type d’inte´gration nume´rique repose sur une division hie´rarchique de la distribu-
tion des particules dans la simulation. L’espace y est subdivise´ en cellules imbrique´es,
dont le dernier niveau de hie´rarchie consiste en des cellules ne comptant que 0 ou 1
particule (Barnes & Hut (1986)).
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Cet arbre de cellules est a` la base du calcul des interactions dans ce type d’inte´grateur.
La force exerce´e par une cellule sur une particule test est donne´e par le de´veloppement
multipolaire du potentiel cre´e´ par les particules de la cellule : cette approche constitue
une bonne approximation du potentiel pour peu que cette cellule soit suffisamment
e´loigne´e de la particule test. Si toutefois la cellule s’ave`re trop proche (ou de taille
trop importante), le de´tail de la distribution des particules doit eˆtre connu. Ce degre´
de pre´cision supple´mentaire est obtenu en conside´rant les cellules filles de la cellule de
de´part, dont le de´veloppement multipolaire est e´galement accessible. La proce´dure est
re´cursivement applique´e si ne´cessaire jusqu’au calcul d’interactions directes a` deux corps
pour des particules tre`s proches.
sche´ma d’inte´gration temporelle
Disposant du champ de force applique´ a` chaque particule, GADGET re´sout les
e´quations de la dynamique (cosmologique) et de´place les particules. Le sche´ma d’a-
vancement temporel des particules est de type “leapfrog” , ou` la position d’une particule
au temps n+1 est de´duite de sa vitesse au temps n+1/2 (cf. par exemple Ninin (1999)):
xn+1 = xn + un+1/2∆p. (5.8)
Ici, xn de´signe la position comobile, ∆p l’unite´ temporelle et un est la vitesse associe´e
u = dx/dp, de´duite du champ de force applique´ a` la particule.
Le sche´ma d’inte´gration temporel est dit adaptatif : chaque particule se voit attribuer
un pas de temps qui lui est propre, de´pendant de l’acce´le´ration qui lui est applique´e.
Typiquement une faible acce´le´ration implique de faibles de´placements et ne´cessite une
re´solution temporelle moindre que celle d’une particule soumise a` de forts champs. Le
type de pas de temps retenu est de type 1/a ou` a de´signe l’acce´le´ration a` laquelle une
particule est soumise (cf. Power et al. (2003) pour un comparatif exhaustif des diffe´rents
types de pas de temps).
Parame`tres des simulations
Les simulations produites ont une taille comobile de 50 h−1 Mpc3 aux conditions lim-
ites pe´riodiques. Chacune des simulations contient 1283 (2097152) particules de matie`re
noire. Cette petite taille de boˆıte re´sulte d’un compromis entre obtenir une re´solution
raisonnable a` l’e´chelle des halos de galaxies type L∗ et e´viter les effets de bords induits
par les re´plicats pe´riodiques.
Le potentiel applique´ a` chaque particule est lisse´ pour e´viter les effets de relaxations a`
deux corps. Le lissage retenu est e´gal a` 1/20e`me de la distance interparticulaire moyenne
et correspond a` une longueur comobile de ² = 19h−1 kpc : cette longueur constitue de
fait la re´solution spatiale de la simulation.
Comme mentionne´ pre´ce´demment, les parame`tres cosmologiques applique´s sont de
type ΛCDM avec Ωm = 0.3, Ωv = 0.7 et H0 = 70 km/s/Mpc. L’objet de ces simulations
e´tant les halos de´ja` forme´s, les simulations ont e´te´ pousse´es jusqu’a` z=0, avec une em-
phase sur les bas redshifts avec 25 snapshots produits entre z=2 et z=0. L’ensemble des
parame`tres sont consigne´s dans la table 5.1.
Les codes GRAFIC1 et GADGET ont ainsi e´te´ utilise´s pour produire 570 simulations
de matie`re noire pure, chacune avec des re´alisations diffe´rentes des fluctuations initiales
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mais obe´issant toutes au meˆme spectre de puissance. Un exemple de simulation est donne´
dans la figure 5.1. La production et la re´duction a` proprement dites ont e´te´ re´alise´es
sur la ferme de calcul Pleiades de l’Observatoire de Strasbourg et furent entie`rement
paralle´lise´es pour profiter pleinement de ces ressources. Chacune de ces simulations fit
l’objet d’un “pre´-traitment” destine´ a` identifier les halos forme´s; cette taˆche est de´crite
dans la section suivante.
Parame`tre Valeur
Ωm 0.3
Ωv 0.7
Ωb 0.
H0 70 km s−1 Mpc−1
σ8 0.928
zinitial 26.53
LBox 50 h−1 Mpc
²smooth 19 h−1 kpc
Npart 1283
mpart 0.4953 ·1010 h−1M¯
Table 5.1: Les diffe´rents parame`tres des simulations. Les quantite´s Ωm, Ωv et Ωb
de´signent respectivement les densite´ d’e´nergie de la matie`re, du vide et des
baryons. H0 de´signe la constante de Hubble tandis que σ8 de´signe la nor-
malisation du spectre de puissance. La grandeur LBox repre´sente la taille de
boˆıte comobile tandis que ²smooth de´signe la longueur de lissage du potentiel
de chaque particule. Npart repre´sente le nombre total de particules de matie`re
noire de masse mpart.
5.1.3 De´tection des halos par HOP
Algorithme de de´tection
L’identification des halos au sein des simulations a e´te´ re´alise´ a` l’aide du code public
HOP, de´veloppe´ par Eisenstein & Hut (1998). Le principe de base de cet algorithme
consiste a` assimiler les halos a` des pics du profil de densite´ dans la boˆıte.
Ce code proce`de en trois e´tapes. Premie`rement, il assigne une densite´ a` chaque
particule a` partir des positions des Nhop plus proches voisines. La densite´ est calcule´e
a` l’aide d’un noyau attribuant un poids unitaire a` toute particule a` distance nulle de
la particule test et un poids nul a` tout particule e´loigne´e d’une distance plus grande
que la Nhope`me voisine. Connaissant les densite´s associe´es a` chaque particule, celles-ci
sont regroupe´es de proche en proche (hopping en anglais) en liant chaque particule a` sa
voisine la plus dense, jusqu’a` ce qu’une particule se trouve eˆtre la plus “dense” de ses
Ndens voisines.
A ce stade, toute particule fait partie d’un groupe. Ces groupes vont eˆtre associe´s
ou de´mantele´s selon l’amplitude de leur pics relativement a` diffe´rents seuils (cf. figure
5.2). Une premie`re se´lection est faite en excluant toutes les particules dont la densite´
est infe´rieure a` δouter. Ces particules sont dites “de champs” et ne peuvent eˆtre associe´es
a` un halo. Tous les groupes sont alors constitue´s de particules ayant au moins cette
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Figure 5.1: Un exemple d’e´volution temporelle de la densite´ comobile dans une simula-
tion cosmologique. Chaque carte fait 50 h−1 Mpc de coˆte´. La cosmologie
est de type ΛCDM. L’e´volution temporelle va de bas en haut et de gauche
a` droite. La premie`re carte repre´sente les conditions initiales a` z=26. La
dernie`re carte repre´sente la densite´ “actuelle” a` z=0. Les structures se font
de plus en plus denses a` mesure que le temps s’e´coule, tandis que la quasi
homoge´ne´ite´ initiale fait place a` un univers de plus en plus contraste´.
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densite´. Ensuite, seuls les groupes dont la densite´ maximale est supe´rieure a` un seuil
δpeak sont de´finis comme halos. Toutefois, un meˆme halo peut posse´der plusieurs maxima
locaux dont la densite´ de´passe ce seuil. Ces structures internes au halo vont eˆtre se´pare´es
au vu de ce seul crite`re. Pour e´viter cet effet inde´sirable, chaque particule d’un groupe
ayant une particule d’un autre groupe dans ses Nmerge voisines constitue un membre
d’une “paire de bordure”. HOP associe a` cette paire une densite´ e´gale a` la moyenne
des densite´ des deux particules. Si cette densite´ est supe´rieure a` un seuil δsaddle, HOP
identifie les deux groupes comme des maxima locaux et regroupe leurs particules dans
un seul halo. Finalement les groupes dont la densite´ maximale est infe´rieure a` δpeak sont
rejete´s, hormis ceux partageant une “paire de bordure” avec un groupe satisfaisant ce
crite`re. Dans ce cas les particules des deux groupes fusionnent en un seul.
Parame`tres de HOP
Six parame`tres ge`rent cet algorithme ( Nhop, Ndens, Nmerge, δouter, δpeak, δsaddle).
Eisenstein et Hut ont de´montre´ qu’un seul de ces parame`tres est re´ellement critique,
δouter: ce seuil e´tant un crite`re de re´jection des particules, il influe directement sur la
masse des halos de´tecte´s. Les parame`tres utilise´s pour les pre´sentes simulations sont
ceux recommande´s par les auteurs : Nhop = 16, Ndens = 64, Nmerge = 4, δouter =
80, δpeak = 3δouter, δsaddle = 2.5δouter, ou` δouter est exprime´ en unite´s de la densite´
moyenne dans la boˆıte. Avec ces parame`tres, la de´tection donne des re´sultats similaires
a` l’algorithme Friend-of-Friend tout en e´vitant les groupes artificiellement relie´s par des
ponts de particules. Un exemple d’identification des halos a` z=0 dans une simulation est
donne´ en figure 5.3. Dans ce manuscrit, les e´tudes sont ge´ne´ralement limite´es aux objets
posse´dant plus de 1000 particules (5· 1012 M¯h−1) pour limiter les effet de re´solution.
En moyenne 170 halos re´pondent a` ce crite`re par simulation produite, conduisant a` un
jeu total de 97000 halos disponibles.
5.2 Spe´cificite´s lie´es aux se´ries de simulations
Avantages pratiques
Le choix de produire de “petites simulations” en se´rie s’est pose´ en alternative a` la
production de grandes simulations, plus lourdes a` mettre en place. L’analyse d’une telle
se´rie pre´sente l’avantage de permettre un post-traitement efficace. Ainsi, les analyses
peuvent eˆtre classe´es en deux types, qui diffe`rent essentiellement sur les e´chelles spatiales
qui sont implique´es:
• les analyses globales, portant sur les boˆıtes entie`res. Les mesures statistiques type
spectre de puissance ou fonctions de corre´lations appartiennent a` cette famille,
ainsi que la proce´dure de de´tection et d’extraction des halos.
• les analyses halos par halos. Apre`s construction d’un catalogue de halos (et
e´ventuellement des proprie´te´s de leurs environnements), les proprie´te´s globales
des simulations dont ils ont e´te´ extraits importent peu.
D’un point de vue pratique, le deuxie`me type de traitement se preˆte naturellement a`
la paralle´lisation des taˆches, ou` chaque processeur se voit attribuer un halo a` analyser.
En ce sens, une se´rie de petites simulations diffe`re peu d’une grande simulation. En
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Figure 5.2: Utilisation des seuils par HOP. La ligne noire repre´sente le profil de densite´.
Un pic de densite´ (ou groupe) est de´tecte´ comme halo si sa particule la plus
dense est plus dense que δpeak : les pics A, B, C re´pondent a` ce crite`re. Deux
pics sont conside´re´s comme des surdensite´s locales d’un halo si la densite´
de leurs particules apparie´es (e´quivalent a` un point selle) est supe´rieure a`
δsaddle : B et C fusionneront comme un halo tandis que A est distinct. Enfin
les groupes de densite´ infe´rieure a` δouter sont rejete´s. Ne reste au final que
les halos A et B+C.
revanche, la paralle´lisation des analyses globales sur une boˆıte s’ave`re eˆtre non triviale a`
imple´menter, a` fortiori sur des codes utilise´s en “boˆıte noire”. L’utilisation d’un ensemble
de N simulations de tailles modestes, inde´pendantes les unes des autres, introduit une
segmentation des taˆches que n’autorisent pas force´ment les grands volumes simule´s.
Ainsi, diffe´rentes boˆıtes sont re´duites de fac¸on simultane´e sans besoin de partager entre
elles la position de leurs particules par exemple. Cette remarque vaut essentiellement
pour la de´tection des halos qui peut alors eˆtre mene´e simulation par simulation, de
fac¸on distribue´e et sur des machines relativement modestes en terme de me´moire et de
rapidite´. De fac¸on ge´ne´rale, l’ensemble des mesures pre´sente´es dans ce manuscrit ont
e´te´ re´alise´es sur la ferme de calcul Pleiades de l’observatoire de Strasbourg, permettant
une re´duction simultane´e et efficace du grand nombre de simulations a` disposition.
Inconve´nients physiques ?
L’utilisation de se´ries de simulations de taille plus modeste n’est toutefois pas comple`-
tement e´quivalente a` l’utilisation d’une grande simulation. Par exemple, les petites simu-
lations sont plus sensibles aux re´plicats induits par les conditions aux limites pe´riodiques.
L’utilisation de boite de 50 Mpc3h−1 constitue un volume de boˆıte limite en terme
d’influence des re´plicats. Toutefois, les e´tudes portant essentiellement sur des proprie´te´s
a` petite e´chelle, l’impact de tels effets peut eˆtre conside´re´ comme peu important.
L’effet de petites boˆıtes est en revanche clairement limitant pour la gamme de masses
des halos pouvant se former. Les halos massifs sont le re´sultat de surdensite´s de forte am-
plitude dans les conditions initiales. Ces pics induisent ne´cessairement une forte variation
du champ dans les petites boˆıtes simule´es et la condition de quasi homoge´ne´ite´ des con-
ditions initiales n’est plus remplie. Par conse´quent, de telles surdensite´s n’apparaissent
pas dans les conditions initiales et chaque simulation pre´sente un de´ficit de halos massifs,
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Figure 5.3: Un exemple d’identification des halos par l’algorithme HOP. La carte
repre´sente le log de la densite´ de matie`re projete´e a` z=0. La boˆıte simule´e
fait 50h−1 Mpc de coˆte´. Les points repre´sente les 120 plus gros halos de´tecte´
par HOP dans cette simulation. Les halos sont clairement identifie´s par cet
algorithme.
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de´ficit qui n’est pas compense´ par l’accumulation des simulations. L’effet comple´mentaire
est e´galement vrai : de telles simulations ne pre´sentent pas de grands vides, pour les
meˆme raisons que celles mentionne´es pre´ce´demment. Typiquement, la taille des vides
observe´s dans les distributions de galaxies est de l’ordre de 50 Mpc (cf. par exemple
Rood (1988)), pre´cise´ment la taille d’une des simulations pre´sentes. Par conse´quent, une
se´rie de simulations de petit volume conduit a` un univers sur-homoge`ne.
L’objet principal des e´tudes pre´sentes porte sur les halos et leur environnement et il
est raisonnable d’estimer que ces petites e´chelles ne sont pas fortement influence´es par ces
effets de petite boˆıte. Toutefois, ces derniers constituent une motivation supple´mentaire
pour re´aliser a` terme les e´tudes de flux sur de grands volumes simule´s.
5.3 Mesures statistiques dans les simulations
Cette section pre´sente trois mesures “classiques” faites sur les simulations et les halos
qui s’y sont forme´s : l’e´volution du spectre de puissance, la fonction de masse des halos
et la distribution du parame`tre de spin. Ces mesures ont e´te´ effectue´es principalement a`
titre de ve´rification du bon de´roulement de la proce´dure de ge´ne´ration des simulations.
La dernie`re mesure porte sur le rayon de Viriel des halos, qui bien que n’e´tant pas a`
proprement parler une mesure usuelle, occupe une place pre´ponde´rante dans l’ensemble
des e´tudes pre´sente´es dans ce manuscrit et doit eˆtre de´fini.
5.3.1 Evolution du spectre de Puissance
La mesure du spectre de puissance P (k) en fonction du redshift constitue l’un des
tests de base du bon de´roulement d’une simulation. Dans le re´gime line´aire (z¿10 pour les
e´chelles conside´re´es), P (k) augmente globalement au cours du temps, refle´tant la crois-
sance des surdensite´s primordiales sous l’effet de la gravitation. Le spectre de puissance
attendu de´coule aise´ment du spectre de puissance des conditions initiales :
P (k, z) =
(1 + zi)2
(1 + z)2
P (k, zi). (5.9)
A plus bas redshift, le spectre de puissance se de´forme : la puissance associe´e aux
petites e´chelles est augmente´e par rapport a` celle des grandes e´chelles. La croissance de
ces petites structures bascule dans un re´gime non line´aire. Au cours du temps, cette
non line´arite´ se propage aux structures de plus en plus grandes. Des prescriptions sur
le comportement non-line´aire du spectre de puissance ont e´te´ propose´e par exemple par
Jain et al. (1995), de´duites a` partir de simulations nume´riques.
La figure 5.4 montre le spectre de puissance moyen mesure´ dans 200 simulations (50
h−1 Mpc3, 1283), a` un redshift z = 2.25. Les pre´dictions line´aire et non-line´aire du
spectre de puissance y sont e´galement repre´sente´es. A ce redshift, une large fraction des
e´chelles sont passe´es dans le re´gime non-line´aire. Le spectre de puissance moyen mesure´
dans ces simulations suit tre`s pre´cise´ment le mode`le non-line´aire jusqu’a` la fre´quence
de Nyquist, preuve du bon de´roulement de la croissance des surdensite´s. De plus, la
dispersion sur les spectres de puissance mesure´s est de faible amplitude, confirmant que
la croissance des structures se fait de fac¸on similaire dans toutes ces simulations.
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Figure 5.4: Spectre de puissance mesure´ a` z=2.25 et moyenne´ sur 200 simulations. La
ligne verticale de´signe la fre´quence de Nyquist de la mesure. Les barres
d’erreurs repre´sente la dispersion a` 1 σ de la mesure. Les lignes pleins
repre´sente respectivement le spectre de puissance line´aire et non-line´aire
the´orique. L’e´volution non-line´aire de la croissance des structures est re-
produites par les simulations.
5.3.2 Fonction de Masse des halos
La fonction de masse est de´finie comme la densite´ en nombre des halos par intervalle
de masse. La mesure de cette quantite´ permet de ve´rifier que l’e´volution non-line´aire
des structures est correctement reproduite dans les simulations. La comparaison de la
fonction de masse avec les mode`les permet e´galement de de´terminer l’intervalle de masse
sur lequel l’e´chantillon de halos est complet.
La fonction de masse mesure´e dans les simulations est historiquement compare´e a` la
formule de Press & Schechter (1974). Dans cette approche, une surdensite´, de masse M
a` tre`s haut redshift, est susceptible de s’effondrer en un halo si sa densite´ est supe´rieure
a` une densite´ seuil δc. En de´crivant la densite´ comme un champ gaussien lisse´ sur une
e´chelle contenant la masse M, on peut pre´dire le nombre de surdensite´s de´passant ce seuil
et , par extension, le nombre de halos ayant cette masse. Dans ce formalisme, la densite´
en nombre de halos ayant une masse M est donne´e par (cf. par exemple Scannapieco &
Barkana (2002)):
dn
dM
=
ρ¯
M
dσ2(M)
dM
f(δc, σ(M)). (5.10)
ou` σ2(M) est la variance de la masse M contenue dans une sphe`re de rayon r. Cette
variance est lie´e au spectre de puissance par :
σ2(M) =
1
2pi2
∫ ∞
0
k2dkP (k)W 2(kr). (5.11)
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W (x) = 3(sin(x)/x3−cos(x)/x2 est la transforme´e de Fourier du filtre cre´neau sphe´rique.
La fonction f est donne´e par :
f(δc, σ(M)) =
δc√
2piσ(M)3
exp
(
− δ
2
c
2σ(M)2
)
. (5.12)
La figure 5.5 pre´sente cette comparaison avec la fonction de masse sur 300 simula-
tions. L’accord est qualitativement correct. La fonction de masse mesure´e de´croche de
la pre´diction a` partir de M ∼ 5 · 1014M¯ : le volume fini des simulations empeˆche la
formation de halos de tre`s grande masse, d’ou` cette diffe´rence avec formule the´orique.
Pour les faibles masses, la formule de Press-Schechter surestime au contraire d’une fac-
teur 1.7 la densite´ de petits halos. Cette diffe´rence a de´ja` e´te´ rapporte´e par Gross et al.
(1998) par exemple.
Ce de´saccord paraˆıt e´vident dans la repre´sentation de la fonction de masse sugge´re´e
par Jenkins et al. (2001) (meˆme figure, panneau de droite) :
f(σ(M)) =
M
ρ¯
dn
d(lnσ(M))−1
. (5.13)
Dans cette repre´sentation, la formule de Press-Schechter surestime clairement le nombre
de halos de faibles masses. Sur la meˆme figure est repre´sente´ l’ajustement propose´ par
Jenkins et al. (2001), obtenu a` partir de simulations nume´riques. Les re´sidus entre le fit et
la fonction de masse mesure´e sont de l’ordre de 10% pour des halos de masses infe´rieures a`
3·1014M¯. Ces re´sidus sont largement plus faibles que ceux de la formule Press-Schechter
et conformes a` ceux trouve´s par les auteurs. Cette masse de 3·1014M¯ constitue la limite
au dela` de laquelle l’e´chantillon de halos n’est plus complet. Ne´anmoins, la densite´ de
halos de masses infe´rieures est conforme a` celle de´crite dans la litte´rature et conforte
l’hypothe`se d’un bon de´roulement des simulations.
5.3.3 Distribution du parame`tre de Spin
La mesure de la distribution des spins des halos est une autre des mesures classiques
pratique´es sur les simulations et il a e´te´ de´montre´ que cette distribution est peu sensible
au redshift ou a` la cosmologie par exemple. Cette quantite´ s’ave`re ne´anmoins fonda-
mentale puisqu’elle permet par exemple aux mode`les semi-analytiques de formation des
galaxies de pre´dire la taille des disques de galaxies au sein des halos de matie`re noire.
Enfin, la mesure du spin propre des halos est intensivement utilise´e dans l’e´tude de
l’anisotropie des flux et la mesure pre´sente valide la proce´dure employe´e.
Le de´finition retenue du parame`tre de spin d’un halo est celle propose´e par Bullock
et al. (2001):
λ′ =
J√
2MVR200
, (5.14)
ou` J de´signe le moment angulaire a` l’inte´rieur de la sphe`re de rayon R200, avec une
masse M et une vitesse associe´e V 2 = GM/R200. Cette deuxie`me de´finition diffe`re de
la de´finition standard du parame`tre de spin (Peebles (1969)):
λ =
J
√
E
GM5/2
, (5.15)
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Figure 5.5: Comparaison de la fonction de masse mesure´e a` z=0 dans 300 simulations
aux pre´dictions the´oriques. A gauche : les mesures compare´es au mode`le
Press-Schechter. Le mode`le Press-Schechter surestime d’un facteur 2 le nom-
bre de halos de petites masses. A droite : les mesures compare´es au mode`le
de Jenkins et al. L’agre´ment entre les mesures est a` mieux de 20 %, con-
forme´ment au mesures des auteurs.
ou` E est l’e´nergie totale du syste`me. Cette de´finition s’ave`re plus difficile a` calculer en
pratique, ne´cessitant en particulier de de´terminer l’e´nergie du syste`me. Par exemple, le
calcul du potentiel peut s’ave´rer particulie`rement fastidieux pour des halos baignant dans
un environnement tre`s fournis en satellites. La de´finition λ′ pre´sente l’avantage d’eˆtre
plus simple a` calculer sans induire de grandes diffe´rences avec la de´finition usuelle : selon
Bullock et al. (2001), λ′ se re´duit a` λ pour une sphe`re isotherme tronque´e et les deux
quantite´s sont quasiment e´gales pour le profil NFW.
La distribution du parame`tre λ′ mesure´ dans le jeu de simulations est donne´e par la
figure 5.6. Cette distribution peut eˆtre ajuste´e par une loi log-normale de type :
p(λ′)dλ′ =
1
λ′
√
2piσ
exp
[
− ln
2(λ′/λ′0)
2σ2
]
dλ′, (5.16)
ayant pour parame`tres λ′0 = 0.0347 ± 0.0006 et σ = 0.63 ± 0.02. Ce re´sultat est un
re´sultat classique issu des simulations cosmologiques (Bullock et al. (2001), Peirani et al.
(2004), Ninin (1999)). Les valeurs d’ajustement pre´sentes sont le´ge`rement diffe´rentes de
celles sugge´re´es par exemple par Peirani et al. (2004) (λ′0 = 0.035 et σ = 0.57), mais
la figure 5.6 indique clairement que la de´pendance au parame`tre σ n’influe que peu sur
l’ajustement.
En plus de retrouver un re´sultat standard, cette mesure s’ave`rera cruciale pour les
mesures de flux anisotropes qui font intervenir le spin des halos et la pre´sente e´tude
sugge`re que cette mesure est faite avec pre´cision.
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Figure 5.6: Distribution du parame`tre de spin λ′ mesure´ dans 300 simulations a` redshift
z = 0. La distribution est ajuste´e par une loi log-normale. En rouge, le
fit lognormal sur les donne´es. En noir un mode`le sugge´re´ par Peirani et al.
(2004). Les valeurs de l’ajustement trouve´es sont parfaitement conformes a`
celles publie´es dans la litte´rature.
5.3.4 Rayon de Viriel des halos
Les e´tudes faites sur les halos font fre´quemment re´fe´rence au rayon R200, abusivement
de´nomme´ rayon de Viriel. Le rayon R200 est une mesure de la taille du halo et servira
en particulier a` de´finir la frontie`re entre le halo et le milieu exte´rieur. Ce rayon est de´fini
comme le rayon a` l’inte´rieur duquel le contraste de densite´ est de 200 :
M(r < R200)
4/3piR3200
= 200ρ¯. (5.17)
Ce contraste de 200 provient du mode`le d’effondrement sphe´rique dans un univers en
expansion qui pre´voit un contraste de densite´ final de l’ordre de 180 pour Ω = 1 (cf.
par exemple Peacock (1999)). En re`gle le ge´ne´rale, le halo est effectivement virie´lise´
a` l’inte´rieur de ce rayon (Tormen et al. (1997)), bien que n’importe quelle structure
posse`de un tel rayon, qu’elle soit virie´lise´e ou non, compte tenu de la de´finition retenue.
On associe fre´quemment a` ce rayon une vitesse de Viriel, simplement e´gale a` la vitesse
circulaire a` ce rayon :
V 2c =
GM(r < R200)
R200
. (5.18)
La figure 5.7 pre´sente la de´pendance en masse du rayon de Viriel et de la vitesse de
Viriel, mesure´e a` z=0 pour 10 000 halos. Ces halos re´pondent a` des crite`res restrictifs
sur leur histoire de formation : seuls les halos qui accre`tent moins de 5 · 1012h−1M¯
entre z = 1 et z = 0 sont conside´re´s, pour une masse a` z=0 infe´rieure a` 1014h−1M¯.
Ces crite`res sont rappele´s dans le chapitre 9. La masse du halo est la masse fournie par
130 Simulations de matie`re noire
Figure 5.7: La distribution du rayon de Viriel R200 et de la vitesse de Viriel Vc des halos
en fonction de la masse des halos fournie par HOP. Les mesure a e´te´ faite
sur 10 000 halos. Les crite`res de se´lections sur les halos sont de´crits dans la
section 9. Les deux lois d’ajustement en fonction de la masse (exprime´e en
1013h−1M¯ sont e´galement pre´cise´es pour R200 en (h−1 kpc), Vc en km·s−1.
HOP. Les de´pendances en masse des deux quantite´s sont bien de´finies et peuvent eˆtre
ajuste´e par les deux relations suivantes:
R200 = 537M1/3, (5.19)
V200 = 400M1/3, (5.20)
ou` les rayons sont exprime´s en h−1 kpc, les vitesses en km·s−1 et les masses en 1013h−1M¯.
Les de´pendances en M1/3 sont conformes avec les dimensions des deux quantite´ R200 et
V200. Dans ce manuscrit, ces deux grandeurs seront utilise´es comme grandeur de normal-
isations et comme unite´s, qui, de par les relations pre´ce´dentes, peuvent eˆtre interpre´te´es
en terme de masses de halos.
5.4 Re´sume´ et objectifs
Plus de 500 simulations de matie`re noire pure, contenant 1283 particules dans des
boˆıtes de 50 Mpc3h−1 ont e´te´ produites a` l’aide de GRAFIC1 et GADGET. Pre`s de 100
000 halos de masse supe´rieure a` 5 · 1012M¯ y ont e´te´ de´tecte´s a` l’aide de l’algorithme
HOP. Ces simulations ont e´te´ valide´es par la mesure du spectre de puissance, de la
fonction de masse des halos et la distribution du parame`tre de spin.
Ce large jeu de simulations a pour but de re´duire au minimum les effets de variances
cosmique et ont e´te´ exploite´es pour les e´tudes statistiques de´crites dans les sections suiv-
antes. En particulier, elles auront permis de mettre en e´vidence la nature anisotrope de
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l’accre´tion par les halos et de poser les premie`res contraintes sur la fonction de distribu-
tion de cette matie`re accre´te´e.
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Figure 5.8: Trois exemples de halos de´tecte´s dans une simulation 1283, 50Mpc3h−1 a`
z=0. Les distances sont exprime´es en unite´s de R200. Le cercle repre´sente
la sphe`re de rayon R200, centre´e sur le centre de masse du halo. Les masses
et les rayons de Viriel de chacun des trois halos sont mentionne´s.
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Accre´tion anisotrope par les halos
Ce chapitre est consacre´ a` l’e´tude d’une proprie´te´ simple de l’accre´tion, son degre´
d’anisotropie. Ces re´sultats ont fait l’objet d’une publication dans Monthly Notices of
the Royal Astronomic Society (Aubert et al. (2004)), jointe a` cette section et de larges
re´fe´rences seront faites aux figures incluses dans cet article.
La mesure d’anisotropie peut eˆtre conside´re´e d’ordre 0 dans la caracte´risation du
terme source nourrissant les halos1 : seule la direction d’incidence importe, laissant de
cote´ des mesures plus fines telles que la cine´matique ou les e´chelles caracte´ristiques de
l’accre´tion. Bien que cette mesure soit simple dans son principe, il n’existe pas d’a` priori
ferme sur la nature isotrope (ou non) du flux de matie`re noire. Sur les tre`s grandes
e´chelles (> 100 Mpc), la distribution de l’univers est homoge`ne et isotrope. C’est un fait
ve´rifie´ observationnellement, via les grands releve´ de galaxies qui montrent qu’aucune
ligne de vise´e ne se distingue des autres. Ce comportement hautement re´gulier est
conforme au principe cosmologique, stipulant que l’Univers est homoge`ne et isotrope
dans son ensemble.
Toutefois, pour des e´chelles interme´diaires (∼ 50 Mpc), la matie`re noire se struc-
ture de fac¸on he´te´roge`ne faisant apparaˆıtre des structures caracte´ristiques de type fil-
aments, vides et “creˆpes”. De fait, il apparaˆıt selon certains points de vue des di-
rections privile´gie´es, le long desquelles il est plus probable de trouver un objet. Ce
phe´nome`ne est particulie`rement e´vident dans les simulations cosmologiques dont une
des caracte´ristiques est l’e´mergence de filaments le long desquels “coulent” les struc-
tures.
Ceci e´tant, ces constatations ne sont possibles que parce que l’on dispose d’un point
de vue exte´rieur et ne pre´sume pas de la fac¸on dont un halo de matie`re noire perc¸oit son
proche environnement. Existe-t-il une sorte de propagation de l’anisotropie a` l’e´chelle
des halos? Les proprie´te´s de leur accre´tion refle`tent-elles le fait que la matie`re est
structure´e de fac¸on he´te´roge`ne a` plus grande e´chelle ? Inversement, les halos sont-ils au
1Inversement, cet effet est conside´re´ comme d’ordre supe´rieur dans les autres chapitres en supposant
l’accre´tion comme angulairement isotrope.
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contraire dans un re´gime ou`, du fait des petites e´chelles conside´re´es, ils perc¸oivent leur
environnements comme e´tant essentiellement isotropes ?
Conse´quences de l’anisotropie sur les proprie´te´s des galaxies
L’anisotropie des flux de masses paraˆıtrait anecdotique si elle n’e´tait susceptible de
modifier significativement les caracte´ristiques des galaxies.
Parmi celles-ci, le warp (ou gauchissement) posse`de un statut particulier. Il n’existe
pas de modes propres persistants des warps et les me´canismes suppose´s de leur ge´ne´ration
font syste´matiquement intervenir une interaction avec l”’environnement”. Qui plus
est, le warp peut-eˆtre assimile´ a` une rupture de syme´trie (par rapport au plan du
disque), sugge´rant que la configuration spatiale du phe´nome`ne inducteur y joue un roˆle
pre´ponde´rant. Par exemple, Lo´pez-Corredoira et al. (2002) ont montre´ que le warp des
galaxies peut eˆtre induit par un flot de matie`re incident : l’orientation mais e´galement
l’amplitude du warp de´pendent de la direction du flot de mate´riel. Par extension, il
est probable que la distribution des amplitudes ou des orientations d’une population
de warps refle`te les proprie´te´s des flux de masse accre´te´s, et spe´cifiquement son degre´
d’isotropie. D’autre part Ostriker & Binney (1989), ainsi que Binney (1992) sugge`rent
que les warps sont provoque´s par l’accre´tion de moment angulaire : le non alignement
entre l’axe du disque et le moment accre´te´ impose la re´orientation du plan des parties
internes du disque. Dans cet optique, la ligne droite des noeuds des warps observe´es
par Briggs (1990) implique que le temps caracte´ristique de variation de la direction du
couple advecte´ est long devant le temps de re´orientation du disque. En d’autre termes
l’accre´tion de moment angulaire se ferait suivant certaines directions particulie`res, sur de
longues pe´riodes. Pour toutes ces raisons, le warp constitue un traceur particulie`rement
sensible du degre´ d’isotropie de l’accre´tion.
Un autre marqueur possible est le phe´nome`ne d’e´paississement et chauffage du disque
qui peut eˆtre provoque´ par l’accre´tion de petits objets. Il est aise´ment concevable qu’une
accre´tion dans le plan du disque n’aura pas le meˆme effet qu’une accre´tion transverse.
Par exemple, Velazquez & White (1999) ont montre´, via des simulations nume´riques, que
les processus de chauffage du disque sont plus efficace pour des accre´tions coplanaires.
Toutefois, Huang & Carlberg (1997) notent qu’un chauffage par accre´tion ne´cessite un
satellite suffisamment massif pour eˆtre efficace tout en e´tant suffisamment le´ger pour ne
pas de´truire le disque. Bien que n’e´tant pas le seul parame`tre pertinent, la direction
d’incidence influe sur l’efficacite´ du chauffage et de l’e´paississement.
Par ailleurs, ce type d’e´tudes a mis en e´vidence l’influence d’un disque sur l’orbite
des objets accre´te´s. Compte tenu de la pre´sence d’un plan particulier, les satellites
ont tendance a` eˆtre ramene´s dans le plan du disque tout au long de leur trajectoire.
Ceci implique que l’anisotropie perc¸ue par le disque est sensiblement diffe´rente de celle
qui peut eˆtre ressentie par son halo de matie`re noire. La mesure pre´sente´e dans ce
chapitre doit alors eˆtre perc¸ue comme une mesure de l’isotropie des “conditions aux
bords”. Dans le cas d’une forte anisotropie, l’influence du disque pourra eˆtre conside´re´e
comme de second ordre, au vu d’une configuration spatiale extreˆme d’emble´e. Dans le
cas contraire, se posera la question de la propagation de cette anisotropie au travers du
halo et de son importance par rapport a` l’anisotropie induite par le disque.
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Une accre´tion e´quatoriale ?
Dans le cas d’un disque galactique, on s’attend a` ce qu’une quelconque anisotropie se
de´finisse par rapport au plan principal. Ainsi, un disque a par exemple tendance a` attirer
les satellites vers ce plan (cf. par exemple Pen˜arrubia et al. (2002)). Par analogie, on
peut de´finir un plan e´quatorial pour le halo, perpendiculaire a` la direction de son spin,
S. Cette de´finition repose sur le fait que le spin des halos tend a` eˆtre perpendiculaire
a` la direction de plus grande e´longation du halo (cf. par exemple Faltenbacher et al.
(2005)), de fac¸on marginalement analogue au disque. De plus, la direction du spin du
halo de matie`re noire est sensiblement corre´le´e avec celle du spin du disque qui y est
enfoui (voir par exemple van den Bosch et al. (2002)): en mesurant l’accre´tion dans le
plan e´quatorial, on trace les proprie´te´s de l’accre´tion dans le plan du disque, a` grande
distance de ce dernier. Bien que cette description un peu simpliste ne soit plus valable
pour les plus gros halos (qui peuvent contenir plusieurs galaxies), le plan e´quatorial est
un lieu raisonnable ou` l’on peut de´tecter un comportement non re´gulier de l’accre´tion.
Me´thodologie
Mesures d’isotropie : Exce`s de probabilite´ et erreurs associe´es
Dans l’article joint, la plupart des mesures effectue´es ne concerne pas directement
des probabilite´s de distances angulaires entre vecteurs mais des exce`s de probabilite´ ξ.
Lorsque l’on conside`re la densite´ de probabilite´ de trouver un angle θ entre un vecteur
mesure´ et un vecteur re´fe´rence (le spin du halo dans la plupart des mesures), celle-
ci n’est pas uniforme pour une distribution isotrope du vecteur mesure´ : une seule
configuration “vecteurs aligne´s” existe, ce qui n’est pas le cas pour une configuration
“vecteurs perpendiculaires”. Cet effet est illustre´ dans la figure 6.1. Ainsi, la probabilite´
de trouver une distance angulaire θ (mesure´ par rapport a` une direction arbitraire) pour
une distribution isotrope de points sur une sphe`re est donne´e par :
diso =
sin θ
2
(6.1)
Ce sont les diffe´rences par rapport a` cette distribution qui importent et l’exce`s de prob-
abilite´ ξ associe´ a` ces de´parts est de´finit par :
1 + ξ(θ) =
dmesure(θ)
diso(θ)
(6.2)
ou` dmesure(θ) et diso(θ) sont respectivement les probabilite´s mesure´e et isotropes de trou-
ver un angle θ. Au vu de l’e´quation 6.2, ξ(θ) apparaˆıt comme une fonction de corre´lation
a` deux points centre´e sur la direction du spin. Pour e´valuer les erreurs sur ξ, le grand
nombre de halos (ou de satellites, cf. plus bas) est mis a` profit en mesurant la dispersion
de ξ sur des sous-e´chantillons de mesures.
Toutefois, l’erreur sur ξ ne pre´juge pas de l’erreur faite sur chaque mesure individuelle
des angles θ. En supposant une pre´cision infinie sur cette mesure, la distribution des
angles θ mesure´s est donne´e par :
dmesure(θ) =
∑
i
δDirac(θ − θi), (6.3)
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Figure 6.1: Mesure d’exce`s de probabilite´. A gauche : deux exemples de tirages de
particules sur une sphe`re. En haut a` gauche, une distribution (projete´e)
isotrope. Les angles θ sont mesure´s par rapport a` l’axe vertical passant par
le centre de la sphe`re: θ = 0 est la direction le long de cet axe, θ = pi/2
est perpendiculaire a` cet axe. En haut a` droite, la distribution des angles
diso(θ) (histogramme en tirets) suit une loi en sin θ (ligne continue). En bas
a` gauche, une distribution pre´sentant un exce`s de particules dans le plan
e´quatorial. En bas a` droite la distribution des angles daniso(θ) pre´sente un
de´part a` la loi en sin θ. A droite : L’exce`s de probabilite´ 1 + ξ(θ) = de
trouver une particule d’angle θ dans la distribution anisotrope pre´ce´dente.
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ou` l’indice i de´signe chaque mesure d’angle contribuant a` la distribution. Une fac¸on de
tenir compte de l’incertitude sur la mesure de θ consiste a` remplacer δDirac(θ − θi) par
une fonction unitaire f(θi, σi) ou` σi de´signe l’erreur associe´e a` chaque mesure :
dmesure(θ) =
∑
i
f(θi, σi). (6.4)
Un choix naturel d’une telle fonction est une gaussienne centre´e en θi. Ce faisant,
la contribution de chaque mesure est “de´localise´e” sur un ensemble d’angles centre´s sur
l’angle θi. Par exemple, un angle calcule´ avec peu de particules posse`de une contribution
quasi “plate” sur l’ensemble des angles et contribue peu a` l’exce`s de probabilite´ final.
Suivant la suggestion de Hatton & Ninin (2001), la largeur de cette gaussienne est donne´e
par :
σi =
√
4pi
N
, (6.5)
ou` N est le nombre de particules ayant servi a` calculer l’angle θ. Ce choix part du
principe que l’erreur sur cet angle est e´gal a` la re´solution de l’e´chantillonage sur la
sphe`re par ces N particules.
Une double mesure de l’anisotropie
Les mesures ont e´te´ effectue´es a` partir du jeu de simulations de´crit dans le chapitre
5 et dans lesquelles le degre´ d’anisotropie de l’accre´tion a e´te´ e´value´ de deux fac¸ons
diffe´rentes. La premie`re est dite de type fluide : l’accre´tion par un halo y est de´crite par
la densite´ de flux de masse ρvr(θ, φ) au travers de sa sphe`re de “Viriel” et par le moment
angulaire advecte´. La seconde est de type particulaire, ou` les proprie´te´s d’anisotropie
sont sonde´es via la distribution des satellites autour des halos. Les deux approches
mesurent la meˆme quantite´ et doivent donc conduire au meˆme re´sultat (au moins de
fac¸on qualitative).
Ainsi, dans une premie`re partie, l’anisotropie d’accre´tion est mise en e´vidence par le
biais de la me´thode fluide. Dans la deuxie`me partie, ces mesures sont confirme´es par
la distribution des satellites. Enfin, la dernie`re partie exposera comment e´tablir le lien
entre anisotropie d’accre´tion et structures a` plus grande e´chelle a` partir des proprie´te´s
des satellites et abordera la question des anisotropies en projection.
6.1 Approche fluide
L’approche fluide est base´e sur la mesure des densite´s de flux au travers de la sphe`re
de Viriel. Cette me´thode est de´veloppe´e de fac¸on plus comple`te dans la section 8 (voir
aussi le chapitre 2) et l’imple´mentation qui en a e´te´ faite pour les mesures d’anisotropie
n’en est qu’une version simplifie´e. Pour chacun des halos de´tecte´s dans les simulations
(de´crites en 5), on de´finit une coquille de largeur 0.1R200, de rayon moyen R200, centre´e
sur son centre de masse. Les positions et vitesses des particules se trouvant a` l’inte´rieur
de cette coquille sont mesure´es par rapport a` la position du centre de masse du halo et
par rapport a` sa vitesse moyenne. A partir de ces donne´es, les densite´ de flux de masse
ρvr(Ω) (Ω e´tant les deux angles [θ, φ] de´signant la sphe`re2) ou des quantite´s advecte´es
2a` ne pas confondre avec Ω = ∂H/∂I de´fini au chapitre 2.
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ont e´te´ mesure´es pour les halos contenant au moins 1000 particules, i.e. de 5 · 1012M¯
a` la re´solution des simulations3.
6.1.1 Corre´lation Spin du halo - Moment angulaire advecte´
Une fac¸on simple de de´terminer le plan orbital d’un objet tombant sur le halo est
de contraindre la direction de son moment angulaire L. La distance angulaire entre ce
vecteur et la direction du spin du halo S renseigne sur la fac¸on dont le plan orbital
instantane´ de l’objet se situe par rapport au plan e´quatorial du halo. Deux vecteurs L
et S aligne´s impliquent que l’objet en question est dans le plan e´quatorial. A partir de la
distribution de moment angulaire sur la sphe`re de Viriel, on de´finit le moment angulaire
total LT de la matie`re a` R200 :
LT =
∫
4pi
Lρ(Ω)d(Ω). (6.6)
On extrait alors l’angle θLS entre ce vecteur et la direction de S. La mesure a e´te´
effectue´e sur 40 000 halos a` z=0. La figure 4 de l’article, pre´sente l’exce`s de probabilite´
de trouver dans cet e´chantillon une configuration θLS par rapport a` une distribution
ale´atoire du vecteur LT . Il apparaˆıt clairement que toutes les configurations ne sont pas
e´quivalentes. En particulier, la configuration aligne´e est susceptible d’eˆtre trouve´e 35%
fois plus fre´quemment que pour une distribution isotrope des moments angulaires. La
meˆme mesure peut eˆtre effectue´e en prenant en compte non pas le moment angulaire
total a` R200 mais le moment angulaire advecte´ :
LA =
∫
4pi
Lρvr(Ω)d(Ω). (6.7)
L’exce`s de probabilite´ de trouver une configuration d’angle θLS entre LA et S est
e´galement donne´ dans la figure 4 de l’article. La corre´lation entre ces deux vecteurs
est plus forte que pre´ce´demment avec un exce`s de probabilite´ de 50% de les trouver
aligne´s. La matie`re a` R200 se trouve pre´fe´rentiellement dans le plan perpendiculaire au
spin du halo.
On imagine aise´ment que le spin de la matie`re externe au halo, pre´sume´ment re´cem-
ment accre´te´e, est corre´le´ avec le moment angulaire de la matie`re traversant la sphe`re de
Viriel4 : ces deux types de mate´riau e´taient “en contact” au de´marrage de l’effondrement
du halo, a` haut redshift. Cet alignement entre le moment de la matie`re a` R200 et le spin
du halo sugge`re que le mate´riau re´cemment accre´te´ contribue significativement au spin
mesure´ a` l’inte´rieur de R200 par effet de levier. La ponde´ration par vr tend a` diminuer
la contribution de la composante “virie´lise´e” (i.e. ayant de´ja` traverse´ la sphe`re de Viriel
dans le passe´) et ce sont les objets accre´te´s pour la premie`re fois qui dominent la quantite´
de LA. Le fait que la corre´lation soit accentue´e conforte l’image selon laquelle c’est le
mate´riel re´cemment accre´te´ des re´gions externe du halo qui domine le spin et cet effet
refle`te une cohe´rence temporelle de l’accre´tion de moment angulaire.
En revanche, aucune conclusion ferme ne peut eˆtre tire´e sur une quelconque anisotropie
a` plus grande e´chelle. Certes, la corre´lation pre´sente est conforme a` ce type d’anisotropie :
3Toutes les mesures n’ont pas e´te´ effectue´es sur toutes les simulations, expliquant la variation du nombre
de halos conside´re´s suivant les e´tudes.
4On rappelle que pratiquement les particules contribuant a` S ne sont pas utilise´es dans le calcul de LT .
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Figure 6.2: Contribution de l’accre´tion au spin des halo. Les mesures de corre´lations
entre L mesure´ a` R200 et le spin indique que la mate´riel externe au halo
contribue significativement a` ce dernier, par effet de levier. L’effet traduit
une cohe´rence temporelle (structures bleues sur le sche´ma) de l’accre´tion de
moment angulaire. Cette mesure n’est pas corrige´e de la contribution des
structures (en vert) contribuant a` la fois a` S et L. De meˆme, cette mesure
ne prend pas en compte l’accre´tion radiale (en rouge) qui domine l’accre´tion
globale.
la matie`re accre´te´e situe´e dans les re´gions externes du halo tomberait toujours dans le
meˆme plan que celle en passe de traverser la sphe`re. Ne´anmoins les proprie´te´s de la
matie`re a` haut moment angulaire (qui dominent le calcul de L) ne pre´jugent pas des
proprie´te´s ge´ne´rales de la matie`re accre´te´e : l’accre´tion est majoritairement radiale et
cette composante n’est pas prise en compte dans le calcul du moment angulaire a` R200.
De plus, il est possible pour un objet rentrant d’eˆtre a` la fois a` l’inte´rieur et a` l’exte´rieur
de la sphe`re, contribuant simultane´ment a` S et a` LA. Cette “pollution” de la direction de
re´fe´rence produirait naturellement un alignement de ces deux vecteurs. Pour s’affranchir
de cet effet, les e´tudes suivantes se focalisent sur la densite´ de flux de masse ρvr(Ω).
6.1.2 Un exce`s d’accre´tion e´quatoriale
La densite´ de flux de masse ρvr(θ, φ) est a` priori un meilleur traceur de l’anisotropie :
ce champ est domine´ par l’accre´tion radiale dominante, qui ne contribue que peu au spin
et est donc moins susceptible d’influer sur la de´termination de la direction re´fe´rence. A
partir de ρvr(θ, φ), on de´finit de la fac¸on suivante l’exce`s d’accre´tion e´quatoriale d’un
halo :
δm =
Φr − Φ¯
Φ¯
, (6.8)
ou` Φ¯ est le flux par unite´ de surface moyenne´ sur toutes les directions :
Φ¯ =
1
4pi
∫
4pi
ρvr(Ω)dΩ. (6.9)
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De fac¸on identique, Φr est le flux moyenne´ uniquement dans la re´gion e´quatoriale :
Φr =
1
Sr
∫
Sr
ρvr(Ω)dΩ. (6.10)
La quantite´ Sr de´signe la surface encadrant le plan e´quatorial avec un angle de ±pi/8.
Comme pre´ce´demment, les mesures se font a` R200. Un accre´tion statistiquement isotrope
implique 〈δm〉 = 0 sur l’ensemble des re´alisations, ou` 〈·〉 de´signe la moyenne d’ensemble.
Une valeur de δm positive (resp. ne´gative) implique un exce`s (resp. un de´faut) d’accre´tion
e´quatoriale par rapport a` une accre´tion isotrope.
L’exce`s d’accre´tion e´quatoriale a e´te´ mesure´ pour les halos de masse supe´rieure a`
5 · 1012M¯ a` cinq diffe´rents redshifts (z=1.8, 1.5, 0.9, 0.3, 0.0). Environ 50 000 halos
obe´issent a` ces crite`res a` z=0; ce nombre de´croˆıt avec le redshift pour atteindre 10500
halos a` z=1.8. Les figures 5 et 6 de l’article pre´sentent la distribution normalise´e de δm
ainsi que l’e´volution de 〈δm〉 au cours du temps.
Il apparaˆıt clairement que les distributions des δm ne sont pas centre´es en ze´ro mais
pre´sentent un de´calage syste´matique vers les valeurs de δm positives. La valeur moyenne
〈δm〉 est toujours positive pour la gamme de redshifts e´tudie´s, avec par exemple une
valeur de δm = 0.147 a` z = 0 : le flux mesure´ dans le plan e´quatorial est (en moyenne)
supe´rieur aux flux attendu pour une accre´tion isotrope, dans une proportion proche de
15%.
La baisse de 〈δm〉 avec le redshift doit toutefois eˆtre interpre´te´e avec prudence :
l’utilisation d’une masse plancher constante quel que soit le redshift implique que la
mesure ne permet pas un suivi d’une population au cours du temps. Ainsi les mesures a`
z = 0 contiennent une forte contribution de petits halos de masses le´ge`rement supe´rieures
a` la masse seuil, crite`re qu’ils ne pouvaient pas satisfaire pour de plus grands redshifts.
La figure 6.3 pre´sente la mesure de δm pour trois diffe´rente classes de masses, a` z = 0.
L’anisotropie d’accre´tion augmentant avec la masse du halo, l’e´volution temporelle de
〈δm〉 peut s’expliquer par une contribution croissante des petits halos. On reviendra sur
cette de´pendance en masse dans la section 6.2.3 sur le flux filamentaire.
6.1.3 Profil d’anisotropie
La description sphe´rique de l’accre´tion conduit naturellement a` sa de´composition
harmonique :
δ[ρvr](Ω) =
∑
`m
a˜`mY`m(Ω), (6.11)
ou` δ[ρvr](Ω) de´signe le contraste de ρvr : δ[ρvr](Ω) = ρvr(Ω)/ ¯ρvr − 1. L’inte´reˆt d’une
telle de´composition est double. D’une part, les coefficients harmoniques interviennent
directement dans le calcul de la re´ponse line´aire du halo due a` l’injection de masse. Si les
a˜`m tracent de fac¸on significative l’anisotropie, cette dernie`re transpirera dans la re´ponse
induite par l’accre´tion. D’autre part, les a˜`m permettent de de´duire un ve´ritable “profil”
d’exce`s d’accre´tion en fonction de la distance angulaire au spin du halo.
La figure 7 de l’article pre´sente la me´diane de la distribution des coefficients a˜`m
mesure´s sur 25000 halos a` z=0. Tous les champs ρvr(Ω) ont e´te´ re´oriente´s de fac¸on a`
faire co¨ıncider la direction θ = 0 avec la direction de S. Un champ d’accre´tion isotrope
aurait e´te´ repre´sente´ tel un monopole pour lequel seul a˜00 aurait e´te´ non nul. Or, les
coefficients de type a˜`0 ne convergent pas vers 0 : l’accre´tion n’est pas monopolaire. Le
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Figure 6.3: Comparaison de l’exce`s d’accre´tion δm mesure´ pour trois diffe´rentes classes de
masses : 5×1012M¯ < m < 1.25×1013M¯ , 1.25×1013M¯ < m < 2.5×1013M¯
et 2.5×1013M¯ < m. Chaque classe contient 16500 halos. L’anisotropie croit
avec la masse.
fait qu’un ordre m domine implique qu’une orientation type du champ se de´gage (voir
aussi la figure 6.4). Ainsi, la configuration typique d’harmoniques de type m = 0 est un
champ invariant par rotation azimuthale. C’est le type de comportement attendu pour
un champ dont la variation ne de´pendrait que de la distance au plan e´quatorial.
La reconstruction du profil δ[ρvr](θ) obtenue a` partir de et des coefficients me´dians est
pre´sente´e dans la figure 8 de l’article. On retrouve qualitativement et quantitativement
le re´sultat obtenu via le contraste d’accre´tion e´quatorial : il y a un exce`s d’accre´tion de
matie`re dans le plan e´quatorial, atteignant un maximum de 20% pour θ = 0. L’accre´tion
par les halos n’est pas isotrope.
6.2 L’accre´tion anisotrope de sous-structures
L’objectif de cette partie est de retrouver l’anisotropie d’accre´tion en utilisant la
distribution des satellites comme marqueur du flux de masse tombant sur le halo. Par
cette approche, les proprie´te´s des objets accre´te´s sont directement accessibles et sont
susceptibles de fournir des indications sur l’origine du flux anisotrope.
6.2.1 Un arbre de sous-structures
Un nouveau de´tecteur de satellites et sous-structures a e´te´ utilise´, ADAPTAHOP,
e´crit par S. Colombi et dont le principe de fonctionnement est expose´ dans l’article
ci-joint. Ce code produit l’arbre des structures pre´sentes dans les simulations par une
description locale de la densite´ de matie`re noire en terme de pics de densite´ et de points
selles. La version d’ADAPTAHOP utilise´e ne prenait en compte aucune prescription
dynamique sur la nature gravitationnellement lie´e d’une structure de´tecte´e.
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Figure 6.4: De´composition harmonique d’un champ auquel on fait subir une rotation. A
gauche, les isocontours des champs. A droite, les modules des harmoniques
a`=19,m du champ pour diffe´rentes inclinaison γ entre son propre poˆle et la di-
rection verticale. Pour un ` donne´, les harmoniquesm dominantes de´pendent
de cette orientation. Une faible inclinaison conduit a` une domination des ter-
mes de bas m.
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Le premier niveau de hie´rarchie de l’arbre de structure (la me`re) correspond qualita-
tivement aux halos de´tecte´s pre´ce´demment. Le dernier niveau de hie´rarchie (les feuilles)
de l’arbre correspond aux satellites et aux sous-structures. Parmi celles-ci, on de´signe par
(noyau) l’objet principal, i.e. le plus massif. Pour chacune de ces feuilles, le code fournit
des quantite´s telles que le rayon ou la masse de la structure conside´re´e. Un exemple de
de´tection de sous-structures est donne´ en figure 6.5. Environ 50 000 me`res ont e´te´ ex-
traites par ADAPTAHOP dans les simulations, donnant acce`s a` 120 000 sous-structures
a` redshift z=0.
6.2.2 Corre´lation spin du noyau - moment orbital des satellites
L’e´tude du moment angulaire des objets accre´te´s donne acce`s a` l’orientation du plan
orbital et de fait a` leur direction d’incidence. Pour chaque syste`me me`re, la direction
de re´fe´rence est fournie par le spin du noyau. Les vitesses et positions de chaque sous-
structure sont mesure´es par rapport a` la vitesse moyenne et par rapport au centre de
masse du noyau correspondant. Pour chacune de ces sous-structures, l’angle θcs entre
son moment orbital et le spin du noyau est mesure´.
Noyau et sous-structures forment par de´finition des objets distincts, limitant de fait
une pollution du spin central par des particules appartenant aux satellites. De plus, afin
de sonder les proprie´te´s de l’accre´tion a` large distance, seules les structures situe´es a` une
distance supe´rieure au rayon de la me`re sont prises en compte dans la mesure pre´sente.
Ces objets “e´loigne´s” sont davantage susceptibles de refle´ter des effets de structuration
a` grande e´chelle. Le nombre de satellites satisfaisant a` ces crite`res hautement restrictif
s’e´le`ve a` 35 000.
L’exce`s de probabilite´ de trouver une configuration θcs donne´e est pre´sente´e dans
la figure 9 de l’article. Clairement, les moment orbitaux tendent a` eˆtre aligne´s avec
les spin centraux : les satellites se trouvent pre´fe´rentiellement dans le plan e´quatorial
du noyau, bien qu’ils se trouvent a` large distance de ce dernier. L’exce`s de satellites
“e´quatoriaux” s’e´le`ve a` 12%, du meˆme ordre que l’exce`s d’accre´tion mesure´ en utilisant
la description en flux. Cette distribution anisotrope des sous-structures a de´ja` e´te´ observe´
qualitativement dans les simulations par Knebe et al. (2004) (ou plus re´cemment par
Zentner et al. (2005)). Cet effet est ici quantifie´ graˆce au traitement d’un tre`s grand
nombre de re´alisations d’environnements. De plus, cette mesure statistique garantit la
repre´sentativite´ de cette anisotropie, au contraire de ces autres e´tudes base´es sur des
simulations a` haute re´solution de quelques objets.
Cet alignement pourrait eˆtre explique´ par des effets a` deux corps : si deux objets
de masses comparables orbitent l’un autour de l’autre, on s’attend a` ce qu’un couplage
entre le moment orbital de l’un et le spin de l’autre induise un alignement des deux
vecteurs. Or, bien que l’isotropie augmente avec la multiplicite´ des syste`mes conside´re´s,
l’anisotropie reste relativement robuste en terme de nombre de satellites par halo. En
restreignant les mesures aux halos a` au moins 4 et au moins 10 satellites, l’exce`s de
probabilite´ reste compatible avec la mesure globale du point de vue des barres d’erreurs.
Les effets de couplages e´tant non-dominants, reste la possibilite´ que la configuration des
satellites refle`te l’existence d’une direction privile´gie´e a` plus grande e´chelle.
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Figure 6.5: Trois structures me`res de´tecte´es a` l’aide de ADAPTAHOP dans une simula-
tion a` 1283 particules, 50 Mpc3h−1. Les structures me`res sont repre´sente´es
en jaune, les feuilles des arbres de sous-structures en rouge. Les cercles
repre´sentent le rayon de chaque structure, de´duite de la distance carre´
moyenne de chaque particule lui appartenant.
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6.2.3 Un flux filamentaire ?
Il est aise´ de voir en l’existence d’une direction “privile´gie´e” la conse´quence de la
structuration de la matie`re sous forme de filaments. Dans cette hypothe`se, les mesures
pre´ce´dentes implique que le halo est “informe´” de l’existence de ces filaments par la
distribution spatiale de la matie`re environnante .
La mesure de la corre´lation entre la direction du de´placement des satellites et leur
propre spin semble e´tayer cette hypothe`se. Sur l’e´chantillon de satellites de´crits dans la
pre´ce´dente section, l’angle entre la direction de de´placement de chaque satellite (trace´e
par la direction de son vecteur vitesse moyen) et celle de son spin propre a e´te´ mesure´.
La distribution de l’exce`s de probabilite´ de trouver cet angle θSV est montre´e dans la
figure 10 de l’article. Ces mesures indiquent que la vecteur vitesse des satellites (mesure´
dans le re´fe´rentiel au repos du noyau) tend a` eˆtre perpendiculaire a` la direction de leurs
spins propres. L’exce`s est faible (∼ 5%) mais significatif a` 3σ.
Si l’on suppose un halo dans un filament, une certaine fraction de ces satellites auront
e´galement e´te´ forme´s dans le filament. Dans un sce´nario de formation hie´rarchique, ces
satellites re´sultent de la fusion entre deux objets “coulant” dans le flux environnant
(voir aussi figure 6.6). Pour peu que le parame`tre d’impact de ces deux proge´niteurs soit
non nul, la direction du spin du satellite re´sultant sera corre´le´e avec celle du moment
angulaire des deux proge´niteurs orbitant l’un autour de l’autre. De fait, le spin du
satellite tendra a` eˆtre perpendiculaire a` la direction de flot, c’est-a`-dire a` la direction
du filament. C’est pre´cise´ment le re´sultat qui est obtenu. Le halo sait qu’il est entoure´
de filaments. On notera que cette mesure est purement halocentrique et un observateur
situe´ sur le halo dispose a` ce titre de toute l’information pour aboutir a` cette conclusion.
Il a e´te´ observe´ pre´ce´demment que l’exce`s d’accre´tion e´quatoriale δm augmente avec la
masse. Au vu de l’hypothe`se d’accre´tion filamentaire, plusieurs explications peuvent eˆtre
avance´es. Premie`rement, les halos de faibles masse ont une histoire de formation calme
en terme d’accre´tion d’objets. Ceci laisse supposer qu’une certaine fraction de ces halos
sont des halos de champs (par analogie avec des galaxies de champs), baignant dans
un environnement sans proprie´te´s particulie`res. Par conse´quent la probabilite´ d’avoir
un halo le´ger dans un filament, et donc dans un environnement anisotrope, est plus
faible. A l’inverse les halos plus massifs ont e´te´ forme´s dans des milieux denses et les
filaments constituent de tels environnements. L’effet du flux filamentaire est plus fort
statistiquement sur de tels halos, car plus probable. Deuxie`mement, les halos massifs
sont tout simplement plus grands que les halos plus le´gers. Par conse´quent deux halos
de taille diffe´rentes plonge´s dans un meˆme filament verront une section du filament plus
ou moins importante : un halo compact baigne dans le flot environnant, alors que pour
un halo plus massif, le flot “se branche” sur sa surface de Viriel (voir aussi la figure
6.7). L’effet d’anisotropie est accentue´ par une section plus faible que celle de la taille
du halo. Enfin on peut imaginer une sorte d’effet tropical, ou` le flux de masse mesure´ est
plus important dans les re´gions perpendiculaire aux flot global environnant (par analogie
avec le rayonnement solaire plus important aux tropiques terrestres). Cette explication
tient aussi bien pour les grands que les petits halos pour peu que le flux filamentaire
puisse eˆtre approxime´ comme e´tant uniforme, proprie´te´ non-triviale a` de´montrer.
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Figure 6.6: Formation des objets dans un flux filamentaire. 1 : deux proge´niteurs coulent
le long d’un filament. Le paralle´logramme de´signe leur plan commun. 2 :
les deux objets fusionnent en orbitant l’un autour de l’autre , du fait de leur
parame`tre d’impact non nul. 3 : l’objet re´sultant posse`de un spin (en
rouge) refle´tant l’orbite mutuelle des deux proge´niteurs et perpendiculaire
a` la direction du filament. Un tel sce´nario peut expliquer la tendance des
satellites a` se de´placer perpendiculairement a` leurs spins.
Figure 6.7: Effet de masse sur l’accre´tion e´quatoriale. Un halo de grande masse pre´sente
une section efficace plus importante au filament que ne le ferait un halo plus
petit. Un halo de grand rayon est donc en mesure de voir le filament se
“brancher” a` sa surface, accentuant l’effet d’anisotropie. A droite, de tels
filaments dans une simulation. Le halo central (en rouge) voit clairement
deux filaments (en blanc)dont la section efficace est relativement plus faible
que celle du halo. Le coˆte´ de l’image repre´sente 20h−1 Mpc.
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6.3 Anisotropie projete´e et corre´lations intrinse`ques
6.3.1 Un effet anti-Holmberg ?
Les mesures pre´ce´dentes ont mis en e´vidence une distribution anisotropique de la
matie`re autour des halos, mais celle-ci a e´te´ mesure´e a` partir d’une information tridi-
mensionnelle. L’amplitude de cette anisotropie doit eˆtre e´value´e lorsque la distribution
de matie`re est projete´e, d’autant plus que l’effet a` trois dimensions est d’amplitude faible
et peut eˆtre dilue´ par le passage a` 2D. A cette fin, un halo “artificiel” a e´te´ construit a`
partir des positions projete´es de 100 000 satellites autour du noyau (voir figures 6.8 et
11 de l’article ci-joint). Pour chacun des satellites, l’axe du spin du noyau correspondant
a e´te´ ramene´ selon l’axe y et les distances ont e´te´ normalise´es au rayon de la “me`re”.
Il apparaˆıt clairement que la distribution des satellites est aplatie le long de la di-
rection e´quatoriale. Le rapport d’axe pour les satellites a` moins de 1 rayon de me`re du
centre s’e´le`ve a` 0.1. Si l’on retranche a` cette distribution de satellites le meˆme profil
radial mais isotrope, la re´gion aligne´e selon le spin est clairement sous peuple´e au profit
de la re´gion e´quatoriale. En conclusion, la distribution de satellites est anisotrope autour
du spin du halo, meˆme projete´e.
Cet effet peut-eˆtre qualifie´ de “effet anti Holmberg”. L’effet Holmberg est un re´sultat
observationnel montrant que les satellites tendent pre´fe´rentiellement a` se situer le long
des directions polaires des disques (Holmberg (1974), Zaritsky et al. (1997)). A sup-
poser que la direction du spin des halos est corre´le´ avec le vecteur rotation des disques,
nos mesures pre´sentent un re´sultat en contradiction avec les observations. Une fac¸on
de les rendre compatibles est de sugge´rer que le disque aurait son plan aligne´ selon le
plan mineur du halo. Il faudrait que ce comportement singulier constitue la norme pour
ressortir statistiquement, or les disques des simulations tendent a` posse´der un spin aligne´
avec celui du halo (cf. par exemple van den Bosch et al. (2002)). Une explication plus
plausible tient dans la nature des e´chelles conside´re´es : la mesure pre´sente se fait typ-
iquement au rayon de Viriel (∼ 500 kpc dans la classe de masse conside´re´e), c’est-a`-dire
loin du disque. Or, Huang & Carlberg (1997) par exemple, ont de´montre´ que les disques
tendent a` ramener les satellites dans leur plan, pre´cise´ment la` ou` l’efficacite´ du freinage
et de la destructions des satellites est la plus efficace. Cet effet induirait naturellement
une de´ple´tion en satellites des re´gions dans le plan du disque. Dans ce contexte, la
distribution des satellites en bordure du halo ne pre´juge pas de la distribution observe´e
des satellites autour du disque, en particulier pour les objets dont le premier passage
au travers du disque a de´ja` eu lieu. Enfin, il faut noter le re´sultat de Brainerd (2004)
qui observe un effet “anti-Holmberg” similaire a` celui mesure´ ici dans la population de
satellites du SDSS, indiquant que l’effet Holmberg n’est pas clairement e´tabli et que les
observations peuvent eˆtre re´concilie´es avec les re´sultats de simulations.
6.3.2 Orientation des satellites et corre´lations intrinse`ques.
L’image d’un flot filamentaire de´crite pre´ce´demment implique que la distribution des
satellites n’est pas ale´atoire autour des halos ainsi que la direction de leur spin. Or, dans
les simulations, le spin des halos tend a` eˆtre aligne´ le long de leurs axes mineurs et trace
donc leurs orientations. Se pose alors la question de l’orientation projete´e des satellites
et de sa de´tectabilite´. A nouveau, la projection tend a` diluer le signal tri-dimensionnel.
Toutefois pour des proble´matiques de lentilles gravitationnelles faibles, un signal de
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Figure 6.8: En haut : Figure extraite de Zaritsky et al. 1996. A gauche la distribution
projete´e des satellites autour 69 galaxies. A droite la meˆme distribution pour
un sous-e´chantillon de galaxies incline´es de plus de 45 degre´s sur la ligne de
vise´e. Les axes majeurs des galaxies sont aligne´s suivant l’horizontale. A
droite : la meˆme densite´ apre`s avoir retranche´ une distribution isotrope de
satellites avec le meˆme profil radial. Les zones sombres repre´sentent les zones
de´ficientes en satellites. Clairement il y un exce`s de satellites le long de la
direction e´quatoriale, en contradiction apparente avec les observations.
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quelques pourcents peut avoir un impact significatif. Ces effets d’alignements non fortuits
et non induits par les effets de lentilles, sont appele´s corre´lations intrinse`ques.
Le phe´nome`ne de corre´lation intrinse`que a e´te´ aborde´ en mesurant l’angle entre le
spin de chaque satellite et le vecteur reliant le centre du noyau au centre de chacun
de ces objets. La mesure e´te´ effectue´e sur 100 000 satellites et l’exce`s de probabilite´
de trouver un angle donne´ est donne´ en figure 12. Selon cette mesure, le spin d’un
satellite tend a` eˆtre perpendiculaire au rayon vecteur. En terme d’orientation, l’axe
majeur d’un satellite tend a` pointer vers le centre du noyau. L’orientation globale des
satellites autour des halos est “radiales”, c’est-a`-dire divergente par rapport au centre du
halo. Toutefois, on notera que l’effet est marginalement de´tecte´ a` 2%± 1%. A supposer
qu’un tel effet soit observable, il ne´cessiterait environ 6000 objets pour eˆtre de´tecte´ a`
1σ, rendant clairement difficile son observation.
La meˆme mesure a e´te´ pratique´e en de´coupant l’espace projete´ autour des halos en
secteurs, radialement et angulairement. L’objectif est de de´terminer une orientation
typique des satellites en fonction de leur position par rapport a` la direction du spin du
noyau. La matrice des exce`s de probabilite´ 1+ξp de l’angle θp est donne´e en figure 6.10 de
l’article. Il apparaˆıt clairement que l’orientation typique de´pend de la position conside´re´e
autour du spin. Une repre´sentation sche´matique de l’orientation typique en fonction de
la position est e´galement donne´e en figure 6.10. Chaque secteur est repre´sente´ par une
ellipse, dont l’orientation est donne´e par le maximum de 1 + ξp et dont l’ellipticite´ est
proportionnel au signal sur bruit de 1+ ξp. Cette ellipse repre´sente un disque dont l’axe
serait aligne´ avec le spin du satellite. Ces hypothe`ses sont simplificatrices a` dessein,
l’objet d’une telle de´marche e´tant essentiellement qualitatif et repre´sentatif. De toute
manie`res l’amplitude des barres d’erreurs empeˆche tout conclusions fermes et quantita-
tives. Ainsi, une corre´lation mal contrainte induit une orientation ale´atoire et le disque
moyen est vu comme circulaire. A l’inverse, une forte corre´lation implique que le seul
degre´ de liberte´ restant se trouve autour du rayon vecteur et l’ellipticite´ moyenne est de
0.5.
Deux effets peuvent eˆtre distingue´s. Hors du plan e´quatorial, certains secteurs
posse`dent un spin caracte´ristique marginalement aligne´ avec le rayon vecteur, se traduisant
par une orientation de type circulaire de l’ellipse associe´e. Cet effet est notable pour
des rayons infe´rieurs pour des rayons de me`re et proche de la direction du spin. Le long
du plan e´quatorial du noyau, l’axe majeur de l’ellipse de l’objet pointe vers le centre du
noyau (le spin est perpendiculaire au rayon vecteur) . La tendance de la figure 12 de
l’article est retrouve´e et l’exce`s de satellites dans ces re´gions peut expliquer la domina-
tion de l’orientation radiale dans la mesure globale. Il semblerait qualitativement que les
orientations des satellites ne sont pas ale´atoires autour du halo. De plus les orientations
sont compatibles avec l’image du flot filamentaire ou` le halo et les structures posse`de un
spin perpendiculaire a` la direction du flot. La domination des configurations circulaires
hors du plan va d’ailleurs dans ce sens : le spin reste perpendiculaire au filament meˆme
hors du plan e´quatorial.
Une autre possibilite´ est invoque´e par Plionis & Basilakos (2002) : ces auteurs ont
observe´s que l’axe de syme´trie des galaxies dans les amas tendent a` pointer vers le centre
de l’amas. Cet effet pourrait e´merger hors du plan e´quatorial autour des halos simule´s.
Ne´anmoins, les auteurs invoquent a` leur tour le flux filamentaire pour expliquer cet
effet : les galaxies a` faible vitesse relative dans ce flot fusionneraient pour donner un
objet dont le spin serait aligne´ selon le filament. Ce raisonnement va a` l’encontre de celui
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Figure 6.9: A gauche : un “disque” dont la direction projete´e du spin est fortement
contrainte ne posse`de qu’un degre´ de liberte´, symbolise´ par la ligne noir.
Par syme´trie autour de cet axe, un tel disque apparaˆıt comme une ellipse
de rapport d’axe 1/2.A droite : un disque dont la direction de spin est
peu contrainte posse`de un degre´ de liberte´ supple´mentaire. La projection
moyenne d’un tel disque est circulaire.
propose´ dans ce chapitre. Il fait notamment appel a` une condition cine´matique (faible
vitesse relative) alors que le noˆtre est un raisonnement purement ge´ome´trique. Or un
argument cine´matique ne saurait caracte´riser a` lui seul un filament : un observateur
place´ dans le re´fe´rentiel d’un des deux proge´niteurs perd la notion de filament. Cet effet
de configuration circulaire reste inexplique´ a` nos yeux pour l’instant.
Le domaine d’application naturel de ces corre´lations intrinse`ques est l’astigmatisme
cosmique (weak lensing en anglais). Une distribution non ale´atoire des orientations et
des ellipticite´s sont susceptibles d’affecter ce type d’e´tude. La corre´lation intrinse`que
mesure´e ici est tre`s faible, et seule la mesure globale de l’orientation fait marginalement
apparaˆıtre un exce`s de l’ordre de 2% de la configuration “radiale”. Il est clair qu’un
effet aussi faible ne peut jouer sur des releve´s tre`s profonds ou` les effets de lentilles
cumule´es le long de la ligne de vise´e sont plus importants. Toutefois dans l’optique
d’e´tudes de cisaillement cosmique graˆce a` des releve´s a` grande couverture du ciel, cette
corre´lation peut jouer (cf. par exemple Croft & Metzler (2000), Heavens et al. (2000)).
Pour un redshift z = 1, le de´part a` l’isotropie mesure´ ici (∼ 500kpc) doit apparaˆıtre sur
des e´chelles de l’ordre de 1 arcmin. Enfin, le cisaillement cosmique est caracte´rise´ par
l’absence de mode “rotationnels” (cf. par exemple Pen et al. (2000)) et leur pre´sence
pourrait servir a` extraire les alignements intrinse`ques. Il est a` noter que de tels modes
ne sont pas clairement identifiables dans les mesures pre´sentes, au niveau de bruit actuel
et avec les hypothe`ses qui ont e´te´ faites, et de fait n’ont pu eˆtre quantifie´s.
6.4 Conclusion
Les halos tendent a` accre´ter de la matie`re dans leur plan e´quatorial. L’anisotropie
mesure´e est relativement faible, de l’ordre de 15 %, et a e´te´ de´tecte´e a` la fois par une
description continue de l’accre´tion a` R200 et dans la distribution des satellites autour
des halos. Le grand nombre de halos permet de quantifier cet effet et de garantir
sa repre´sentativite´. Les spins des satellites sont perpendiculaires a` leur de´placement,
sugge´rant que l’anisotropie est induite par les filaments, ou` l’on s’attend a` observer cette
configuration. Ce flot filamentaire de structures autour du halo induit e´galement des
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Figure 6.10: De´finitions des deux types de configurations des ellipses autour du halo.
Le spin du halo central est aligne´ avec la verticale passant par le centre du
cercle pointille´. A gauche, une configuration type “circulaire”, ou` les ellipses
sont aligne´es selon un cercle. Au milieu un configuration type “radiale”
ou` les axes majeurs des ellipses pointent vers le centre du halo. A droite
une repre´sentation sche´matique de la matrice des probabilite´s donne´e par
la figure 13 de l’article ci-joint. Chaque ellipse repre´sente l’orientation et
l’ellipticite´ caracte´ristique dans les diffe´rents secteurs. L’orientation est
donne´e par le maximum de 1 + ξp tandis que l’ellipticite´ est fonction de la
force de la corre´lation (prise proportionnelle au signal sur bruit de 1 + ξp.
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effets en projection : la direction e´quatoriale pre´sente une densite´ projete´e de satellites
supe´rieure au cas isotrope et l’orientation des satellites n’est pas ale´atoire.
Une anisotropie d’accre´tion est susceptible d’avoir un impact sur les proprie´te´s dy-
namiques des galaxies. L’effet mesure´ est significatif mais faible. Cette anisotropie
mesure´e a` grande distance est susceptible d’eˆtre comple`tement masque´e par l’anisotropie
provoque´e par le disque pour les re´gions les plus internes. Cependant, le halo n’e´tant
pas sphe´rique, l’anisotropie de “bord” est e´galement susceptible d’eˆtre renforce´e au fur
et a` mesure que le flux accre´te´ tombe dans le puit de potentiel. On peut e´galement
imaginer que la polarisation du halo, meˆme sphe´rique, puisse accentuer le phe´nome`ne :
la re´ponse du halo a` un flux anisotrope est aussi anisotrope. Cette re´ponse induirait une
re´troaction sur la perturbation et amplifierait l’effet de plan privile´gie´. La transmission
de l’anisotropie au travers du halo pourrait naturellement constituer une application
a` la propagation des proprie´te´s statistiques des flux. Cette application permettrait de
fournir une conclusion claire sur l’anisotropie des re´gions internes.
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ABSTRACT
We measure the anisotropy of dark matter flows on small scales (∼ 500 kpc) in the near en-
vironment of haloes using a large set of simulations. We rely on two different approaches to
quantify the anisotropy of the cosmic infall: we measure the flows at the haloes’ virial radius
while describing the infalling matter via fluxes through a spherical shell; we measure the spa-
tial and kinematical distributions of satellites and substructures around haloes detected by the
subclump finder ADAPTAHOP first described in the appendix B. The two methods are found
to be in agreement both qualitatively and quantitatively via one and two points statistics.
The peripheral and advected momentum is correlated with the spin of the embeded halo at
a level of 30% and 50%. The infall takes place preferentially in the plane perpendicular to
the direction defined by the halo’s spin. We computed the excess of equatorial accretion both
through rings and via a harmonic expansion of the infall.
The level of anisotropy of infalling matter is found to be ∼ 15%. The substructures have
their spin orthogonal to their velocity vector in the halo’s rest frame at a level of about 5%,
suggestive of an image of a flow along filamentary structures which provides an explanation
for the measured anisotropy. Using a ‘synthetic’ stacked halo, it is shown that the satellites’
positions and orientations relative to the direction of the halo’s spin are not random even in
projection. The average ellipticity of stacked haloes is 10%, while the alignment excess in
projection reaches 2%. All measured correlations are fitted by a simple 3 parameters model.
We conclude that a halo does not see its environment as an isotropic perturbation, investi-
gate how the anisotropy is propagated inwards using perturbation theory, and discuss briefly
implications for weak lensing, warps and the thickness of galactic disks.
Key words: Cosmology: simulations, Galaxies : formation.
1 INTRODUCTION
Isotropy is one of the fundamental assumptions in modern cosmol-
ogy and is widely verified on very large scales, both in large galax-
ies’ surveys and in numerical simulations. However on scales of a
few Mpc, the matter distribution is structured in clusters and fil-
aments. The issue of the anisotropy down to galactic and cluster
scales has long been studied, as it is related to the search for large
scale structuration in the near-environment of galaxies. For exam-
ple, both observational study (e.g. West (1994), Plionis & Basilakos
(2002), Kitzbichler & Saurer (2003)) and numerical investigations
(e.g. Faltenbacher et al. (2002)) showed that galaxies tend to be
aligned with their neighbours and support the vision of anisotropic
mergers along filamentary structures. On smaller scales, simula-
tions of rich clusters showed that the shape and velocity ellipsoids
of haloes tend to be aligned with the distribution of infalling satel-
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lites which is strongly anisotropic (Tormen (1997)). However the
point is still moot and recent publications did not confirm such an
anisotropy using resimulated haloes; they proposed 20% as a maxi-
mum for the anisotropy level of the satellites distribution (Vitvitska
et al. (2002)).
When considering preferential directions within the large
scale cosmic web, the picture that comes naturally to mind is one
involving these long filamentary structures linking large clusters to
one other. The flow of haloes within these filaments can be respon-
sible for the emergence of preferential directions and alignments.
Previous publications showed that the distributions of spin vectors
are not random. For example, haloes in simulations tend to have
their spin pointing orthogonally to the filaments’ direction (Fal-
tenbacher et al. (2002)). Furthermore, down to galactic scales, the
angular momentum remains mainly aligned within haloes (Bullock
et al. (2001)). Combined with the results suggesting that haloes’
spins are mostly sensitive to recent infall (van Haarlem & van de
Weygaert (1993)), these alignment properties fit well with accre-
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tion scenarii along special directions : angular momentum can be
considered as a good marker to test this picture.
Most of these previous studies focused on the fact that align-
ments and preferential directions are consequences of the formation
process of haloes. However, the effects of such preferential direc-
tions on the inner properties of galaxies have been less addressed. It
is widely accepted that the properties of galaxies partly result from
their interactions with their environments. While the amplitude of
the interactions is an important parameter, some issues cannot be
studied without taking into account the spatial extension of these
interactions. For example, a warp may be generated by the torque
imposed by infalling matter on the disk (Ostriker & Binney (1989),
Lo´pez-Corredoira et al. (2002)) : the direction but also the ampli-
tude of the warp are a direct consequence of the spatial configura-
tion of the perturbation. Similarly, it is likely that disks’ thickening
due to infall is not independent of the incoming direction of satel-
lites (e.g. Quinn et al. (1993), Velazquez & White (1999), Huang
& Carlberg (1997)).
Is it possible to observe the small-scale alignment ? In particu-
lar, weak lensing deals with effects as small as the level of detected
anisotropy (if not smaller) (e.g. Hatton & Ninin (2001), Croft &
Metzler (2000), Heavens et al. (2000)), hence the importance to
put quantitative constraints on the existence of alignments on small
scales. Therefore, the present paper also addresses the issue of de-
tecting preferential projected orientations on the sky of substruc-
tures within haloes.
Our main aim is to provide quantitative measurements to study
the consequences of the existence of preferential directions on the
dynamical properties of haloes and galaxies, and on the observa-
tion of galaxy alignments. Hence our point of view is more galac-
tocentric (or cluster-centric) than previous studies. We search for
local alignment properties on scales of a few hundred kpc. Using a
large sample of low resolution numerical simulations, we aim to ex-
tract quantitative results from a large number of halo environments.
We reach a higher level of statistical significance while reducing
the cosmic variance. We applied two complementary approaches to
study the anisotropy around haloes: the first one is particulate and
uses a new substructure detection tool ADAPTAHOP, the other one
is the spherical galactocentric fluid approach. Using two methods,
we can assess the self-consistency of our results.
After a brief description of our set of simulations (§2), we
describe the galactocentric point of view and study the properties
of angular momentum and infall anisotropy measured at the virial
radius (§3). In (§4) we focus on anisotropy in the distribution of
discrete satellites and substructures and we study the properties of
the satellites’ proper spin , which provides an explanation for the
detected anisotropy. In (§5) we discuss the level of anisotropy as
seen in projection on the plane of the sky. We then investigate how
the anisotropic infall is propagated inwards and discuss the possi-
ble implications of our results to weak lensing and to the dynam-
ics of the disk through warp generation and disk thickening (§6).
Conclusions and prospects follow. The appendix describes the sub-
structures detection tool ADAPTAHOP together with the relevant
aspects of one point centered statistics on the sphere. We also for-
mally derive there the perturbative inward propagation of infalling
fluxes into a collisionless self gravitating sphere.
2 SIMULATIONS
In order to achieve a sufficient sample and ensure a convergence
of the measurements, we produced a set of ∼ 500 simulations.
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Figure 1. Top : The mass function f(σ(M)) of haloes (thin red line) com-
pared to the Press-Schechter model (black dashed line) and to the tting
formula of Jenkins et al. (2001) (blue thick line).Bottom : relative residuals
between the tting formula and the mass function.
Each of them consists of a 50 h−1 Mpc3 box containing 1283 par-
ticles. The mass resolution is 5 · 109M¯. A ΛCDM cosmogony
(Ωm = 0.3, ΩΛ = 0.7, h = 0.7 and σ8 = 0.928) is im-
plemented with different initial conditions. These initial condi-
tions were produced with GRAFIC (Bertschinger (2001)) where
we chose a BBKS (Bardeen et al. (1986)) transfer function to com-
pute the initial power spectrum. The initial conditions were used as
inputs to the parallel version of the treecode GADGET (Springel
et al. (2001)). We set the softening length to 19 h−1 kpc. The halo
detection was performed using the halo finder HOP (Eisenstein &
Hut (1998)). We employed the density thresholds suggested by the
authors (∆outer = 80, δsaddle = 2.5δouter, δpeak = 3.δouter) As a
check, we computed the haloes mass function at z = 0 defined as
(Jenkins et al. (2001)) :
f(σ(M)) =
M
ρ0
dn
dlnσ−1
. (1)
Here n(M) is the abundance of haloes with a mass less than M
and ρ0 the average density, while σ2(M) is the variance of the
density field smoothed with a top=hat filter at a scale which en-
closes a mass M . The simulations mass function is shown in Fig. 1
and compared to the Press-Schechter model(see Press & Schechter
(1974)) and to the fitting formula given by Jenkins et al. (2001). The
Press-Schechter model overestimates the number of small haloes
by a factor of 1.7 as was already demonstrated by e.g. Gross et al.
(1998). The fitting formula seems to be in better agreement with
the measured mass function with an accuracy of∼ 10% for masses
below 3 · 1014M¯.
As an other means to check our simulations and to evaluate the
convergence ensured by our large set of haloes, we computed the
probability distribution of the spin parameter λ′, defined as (Bul-
lock et al. (2001)):
λ′ ≡ J√
2MVR200
. (2)
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Figure 2. The distribution of the spin parameter λ′ dened as λ′ ≡
J/(
√
2MVR200) computed using 100 000 haloes with a mass greater than
5 ·1012M¯. The distribution can be t with a log-normal function with pa-
rameters λ′0 = 0.0347 ± 0.0006 and σ = 0.63 ± 0.02 (red solid line).
The curve parametrized by λ′0 = 0.035 and σ = 0.57 is also shown (black
dashed line). The two results are almost concurrent, indicating that the value
of σ is not so strongly constrained using a log-normal distribution.
Here J is the angular momentum contained in a sphere of virial
radius R200 with a mass M and V 2 = GM/R200. The measure-
ment was performed on 100 000 haloes with a mass larger than
5 ·1012M¯ as explained in the next section. The resulting distribu-
tion for λ′ is shown in Fig. 2. The distribution P (λ′) is well fitted
by a log-normal distribution (e.g. Bullock et al. (2001)):
P (λ′)dλ′ =
1
λ′
√
2piσ
exp
(
− ln
2(λ′/λ′0)
2σ2
)
dλ′. (3)
We found λ′0 = 0.0347 ± 0.0006 and σ = 0.63 ± 0.02 as best-
fit values and they are consistent with parameters found by Peirani
et al. (2003) (λ′ = 0.035 and σ = 0.57) but our value of σ is
slightly larger. However, using σ = 0.57 does not lead to a signif-
icantly different result. The value of σ is not strongly constrained
and no real disagreement exists between our and their best-fit val-
ues. The halo’s spin, on which some of the following investigations
are based, is computed accurately.
3 A GALACTOCENTRIC POINT OF VIEW
The analysis of exchange processes between the haloes and the in-
tergalactic medium will be carried out using two methods. The first
one can be described as ‘discrete’. The accreted objects are explic-
itly counted as particles or particle groups. This approach will be
applied and discussed later in this paper. The other method relies on
measuring directly relevant quantities on a surface at the interface
between the halo and the intergalactic medium. In this approach,
the measured quantities are scalar, vector or tensor fluxes, and we
assign to them flux densities. The flux density representation al-
lows us to describe the angular distribution and temporal coherence
of infalling objects or quantities related to this infall. The formal re-
lation between a flux density, $(Ω), and its associated total flux
through a region S, Φ, is:
Φ ≡
∫
S
$(Ω) · dΩ, (4)
where Ω denotes the position on the surface where $ is evaluated
and dΩ is the surface element normal to this surface. Examples of
flux densities are mass flux density, ρvr, or accreted angular mo-
mentum, ρvrL. In particular, this description in terms of a spherical
boundary condition is well-suited to study the dynamical stability
and response of galactic systems. In this section, these fields are
used as probes of the environment of haloes.
3.1 Halo analysis
Once a halo is detected, we study its environment using a galacto-
centric point of view. The relevant fields $(Ω) are measured on
the surface of a sphere centered on the halo’s centre of mass with
a R200 radius (where 3M/(4piR3200) ≡ 200ρ) (cf. fig .3). There
is no exact, nor unique, definition of the halo’s outer boundary and
our choice of a R200 (also called the virial radius) is the result of
a compromise between a large distance to the halo’s center and a
good signal-to-noise ratio in the spherical density fields determina-
tion.
We used 40 × 40 regularly sampled maps in spherical angles
Ω = (ϑ, φ), allowing for an angular resolution of 9 degrees. We
take into account haloes with a minimum number of 1000 parti-
cles, which gives a good representation of high density regions on
the sphere. This minimum corresponds to 5 · 1012M¯ for a halo,
and allows us to reach a total number of 10 000 haloes at z=2 and
50 000 haloes at z=0. This range of mass corresponds to a some-
what high value for a typical L∗ galaxy but results from our com-
promise between resolution and sample size. Detailed analysis of
the effects of resolution is postponed to Aubert & Pichon (2004).
The density, ρ(Ω), on the sphere is computed using the par-
ticles located in a shell with a radius of R200 and a thickness of
R200/10 (this is quite similar in spirit to the count in cell tech-
niques widely used in analyzing the large scale structures, but in
the context of a sphere the cells are shell segments). Weighting the
density with quantities such as the radial velocity or the angular
momentum of each particle contained within the shell, the associ-
ated spherical fields, ρvr(Ω) or ρL(Ω), can be calculated for each
halo. Two examples of spherical maps are given in Fig. 3. They il-
lustrate a frequently observed discrepancy between the two types
of spherical fields, ρ(Ω) and ρvr(Ω). The spherical density field,
ρ(Ω), is strongly quadrupolar, which is due to the intersection of
the halo triaxial 3-dimensional density field by our 2-dimensional
virtual sphere. By contrast the flux density of matter, ρvr(Ω), does
not have such quadrupolar distribution. The contribution of halo
particles to the net flux density is small compared to the contribu-
tion of particles coming from the outer intergalactic region.
3.2 Two-points statistics: advected momentum and halo’s
spin
The influence of infalling matter on the dynamical state of a galaxy
depends on whether or not the infall occurs inside or outside the
galactic plane. If the infalling matter is orbiting in the galactic
plane, its angular momentum is aligned with the angular momen-
tum of the disk. Taking the halo’s spin as a reference for the direc-
tion of the ‘galactic’ plane, we want to quantify the level of align-
ment of the orbital angular momentum of peripheral structures (i.e.
as measured on the virial sphere) relative to that spin. The inner
spin S is calculated using the positions-velocities (rpart,vpart) of
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Figure 3. A galactocentric point of view of the density eld, ρ(Ω) (top)
and of the ux density of mass, ρvr(Ω), surrounding the same halo (bot-
tom). This measurement was extracted from a ΛCDM cosmological sim-
ulation. The considered halo contained about 1013M¯ or 2000 particles.
The high density zones are darker. The density’s spherical eld shows a
strong quadrupolar component with high density zones near the two poles
while this component is less important for the mass ux density eld mea-
sured on the sphere. This discrepancy between the two spherical elds is
common and reects the shape of the halo as discussed in the main text.
the particles inside the R200 sphere in the centre of mass rest frame
(r0,v0):
S =
∑
part
(rpart − r0)× (vpart − v0). (5)
r0 is the position of the halo centre of mass, while v0 stands for the
average velocity of the halo’s particles. This choice of rest frame
is not unique; another option would have been to take the most
bounded particle as a reference. Nevertheless, given the considered
mass range, no significant alteration of the results is to be expected.
The total angular momentum, LT (measured at the virial radius,
R200) is computed for each halo using the spherical field ρL(Ω):
LT =
∫
4pi
ρL(Ω)dΩ. (6)
ρL
ρvrL
ρvrL fit
ρL fit
0.8
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Figure 4. Excess probability, 1+ξLS(θ), of the angle, θ, between the halo’s
spin (S) and the angular momentum (LT for total, or LA for accreted)
measured on the virial sphere using the uid located at the virial radius.
Here LT represents the total angular momentum measured on the virial
sphere (corresponding curve : solid line, circle symbols) and LA the total
accreted angular momentum measured on the sphere (corresponding curve:
dashed line, diamond symbols). The error bars represent the 3σ dispersion
measured on subsamples of 10 000 haloes. The correlation takes into ac-
count the uncertainty on the angle determination due to the small number
of particles at the virial radius. Here ξLS(θ) ≡ 0 would be expected for an
isotropic distribution of angles between S and L while the measured distri-
butions indicate that the aligned conguration (θ ∼ 0) is signicantly more
likely. The two excess probability distibutions are well-tted by Gaussian
functions (red curves: see main text).
The angle, θ, between the spin of the inner particles S and the total
orbital momentum LT of ‘peripheral’ particles is then easily com-
puted:
θ = cos−1(
LT · S
|LT ||S| ). (7)
Measuring this angle θ for all the haloes of our simulations al-
low us to derive a raw probability distribution of angle, dr(θ).
An isotropic distribution corresponds to a non-uniform probability
density diso(θ). Typically diso is smaller near the poles (i.e. near the
region of alignment) leading to a larger correction for these angles
and to larger error bars in these regions (see fig. 4): this is the con-
sequence of smaller solid angles in the polar regions (which scales
like ∼ sin θ) than in equatorial regions for a given θ aperture. The
true anisotropy is estimated by measuring the ratio:
dr(θ)/diso(θ) ≡ 1 + ξLS(θ), (8)
Here, 1 + ξLS(θ) measures the excess probability of finding S
and LT away from each other, while ξLS(θ) is the cross correla-
tion of the angles of S and LT . Thus having ξLS(θ) > 0 (resp.
ξLS(θ) < 0) implies an excess (resp. a lack) of configurations with
a θ separation relative to an isotropic situation.
To take into account the error in the determination of θ, each
count (or Dirac distribution) is replaced with a Gaussian distribu-
tion and contributes to several bins:
δ(θ − θ0)→ N (θ0, σ0) = 1
σ0
√
2pi
exp
(
− (θ − θ0)
2
2σ20
)
, (9)
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where N stands for a normalized Gaussian distribution and where
the angle uncertainty is approximated by σ0 ∼ (4pi/N)1/2 using
N particles as suggested by Hatton & Ninin (2001). If Nv is equal
to the number of particles used to compute ρL(Ω) on the virial
sphere and if Nh is the number of particles used to compute the
halo spin, the error we associated to the angle between the angular
momentum at the virial sphere and the halo spin is:
σ0 =
√
(4pi/Nv) + (4pi/Nh) ∼
√
(4pi/Nv), (10)
because we have Nv ¿ Nh. Note that this Gaussian correction
introduces a bias in mass: a large infall event (large Nv , small σ0)
is weighted more for a given θ0 than a small infall (small Nv , large
σ0). All the distributions are added to give the final distribution:
dr(θ) =
Np∑
p
N (θp, σp), (11)
where Np stands for the total number of measurements (i.e. the
total number of haloes in our set of simulations). The corresponding
isotropic angle distribution is derived using the same set of errors
randomly redistributed:
diso(θ) =
Np∑
p
N (θisop , σp). (12)
Fig. 4 shows the excess probability, 1 + ξLS(θ), of the angle
between the total orbital momentum of particles at the virial radius
LT and the halo spin S. The solid line is the correlation deduced
from 40 000 haloes at redshift z = 0. The error bars were deter-
mined using 50 subsamples of 10 000 haloes extracted from the
whole set of available data. An average Monte-Carlo correlation
and a Monte-Carlo dispersion σ is extracted. In Fig. 4, the symbols
stand for the average Monte-Carlo correlation, while the vertical
error bars stand for the 3σ dispersion.
The correlation in Fig. 4 shows that all angles are not equiva-
lent since ξLS(θ) 6= 0. It can be fitted with a Gaussian curve using
the following parametrization:
1 + ξLS(θ) =
a1√
2pia3
exp
[
−(θ − a2)2/(2a23)
]
+ a4. (13)
The best fit parameters are a1 = 2.351 ± 0.006, a2 = −0.178 ±
0.002, a3 = 1.343±0.002, a4 = 0.6691±0.0004. The maximum
being located at small angles, the aligned configuration, L̂TS ∼ 0,
is the most enhanced configuration (relative to an isotropic distri-
bution of angle θ). The aligned configuration of LT relative to S
is 35% (ξLS(0) = 0.35) more frequent in our measurements than
for a random orientation of LT . As a consequence, matter is pref-
erentially located in the plane perpendicular to the spin, which is
hereafter referred to as the ‘equatorial’ plane.
The angles, (ϑ, φ), are measured relative to the simulation
boxes z-axes and x-axes and not relative to the direction of the spin.
Thus we do no expect artificial LT -S correlations due to the sam-
pling procedure. Nevertheless it is expected on geometrical ground
that the aligned configuration is more likely since the contribution
of recent infalling dark matter to the halo’s spin is important. As a
check, the same correlation was computed using the total advected
orbital momentum:
LA =
∫
4pi
Lρvr(Ω) · dΩ . (14)
The resulting correlation (see Fig. 4) is similar to the previous one
but the slope toward small values of θ is even stronger and for ex-
ample the excess of aligned configuration reaches the level of 50%
(ξLS(0) ∼ 0.5). The correlation can be fitted following Eq. 13 with
a1 = 3.370± 0.099, a2 = −0.884± 0.037, a3 = 1.285± 0.016
and a4 = 0.728±0.001. This enhancement confirms the relevance
of advected momentum for the build-up of the halo’s spin, though
the increase in amplitude is limited to 0.2 for θ = 0. The halo’s in-
ner spin is dominated by the orbital momentum of infalling clumps
(given the larger lever arm of these virialised clumps and their high
radial velocities) that have just passed through the virial sphere,
as suggested by Vitvitska et al. (2002) (see also appendix D). It
reflects a temporal coherence of the infall of matter and thus of an-
gular momentum, and a geometrical effect: a fluid clump which is
just being accreted can intersect the virtual virial sphere, being in
part both “inside” and “outside” the sphere. Finally a small frac-
tion of the accreted momentum may come from material that al-
ready passed once through theR200 sphere. This component would
be aware of the dynamical properties of the inner halo. Thus it
is expected that the halo spin S and the momenta LT and LA at
the virial radius are correlated since the halo’s spin is dominantly
set by the properties of the angular momentum in its outer region.
The anisotropy of the two fields LT and LA do not have the same
implication. The spatial distribution of advected angular momen-
tum, LA, contains stronger dynamical information. In particular,
the variation of the halo+disk’s angular momentum is induced by
tidal torques but also by accreted momentum for an open system.
For example the anisotropy of Lρvr should be reflected in the sta-
tistical properties of warped disks as discussed later in sections 6.1
and 6.2.1.
3.3 One-point statistics: equatorial infall anisotropy
The previous measurement doesn’t account for dark matter falling
into the halo with a very small angular momentum (radial orbits).
We therefore measured the excess of equatorial accretion, δm, de-
fined as follow. We can measure the average flow density of matter,
Φr , in a ring centered on the equatorial plane:
Φr ≡ 1
Sr
∫
−pi/8<θ−pi/2<pi/8
ρvr(Ω) · dΩ, (15)
where Sr =
∫
−pi/8<θ−pi/2<pi/8 dΩ. The ring-region is defined by
the area where the polar angle satisfies θpol = pi/2 ± pi/8 which
corresponds to about 40 % of the total covered solid angle. The
larger this region is, the better the convergence of the average value
of Φr , but the lower the effects of anisotropy, since averaging over
a larger surface leads to a stronger smoothing of the field. This
value of ±pi/8 is a compromise between these two contradictory
trends. In the next section and in the appendix, we discuss more
general filtering involving spherical harmonics which are related to
the dynamical evolution of the inner component of the halo. We
also measure the flow averaged on all the directions Φ:
Φ ≡ ρvr ≡ 1
4pi
∫
4pi
ρvr(Ω) · dΩ. (16)
Since we are interested in accretion, we computed Φr and Φ using
only the infalling part of the density flux of matter, where ρvr(Ω) ·
dΩ < 0, ignoring the outflows. The fraction of outflowing material
decreases from 20% of the total integrated flux at z = 0 to 10% at
z = 2. We define δm as
δm ≡ Φr − Φ
Φ
. (17)
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Figure 5. Top: Normalized probability distributions (PDF) of the excess of
equatorial infall, δm, measured at the virial radius. The quantity 1 + δm
stands for the ratio between the ux of matter through the equatorial sub-
region of theR200 sphere and the average ux of matter through the whole
R200 sphere. The equatorial sub-region is dened as being perpendicular
to the direction of the halo’s spin. It formally corresponds to the top-hat-
smoothed mass ux density contrast. δm = 0 is expected for an isotropic
infall of matter through the virial sphere. The average value of δm is al-
ways greater than 0 indicating that the infall of matter is, on average, more
important in the direction orthogonal to the halo’s spin vector than in other
directions. Bottom: the antisymmetric part of the δm distribution. Being
positive for positive values of δm, the antisymmetric part of the δm distri-
butions shows that accretion in the equatorial plane is in excess relative to
the one expected from an isotropic accretion of matter.
This number quantifies the anisotropy of the infall. It is positive
when infall is in excess in the galactic-equatorial plane, while for
isotropic infall δm ≡ 0. The quantity δm can be regarded as being
the ‘flux density’ contrast of the infall of matter in the ring region
(formally it is the centered top-hat-filtered mass flux density con-
trast as shown in appendix C1). This measurement, in contrast to
those of the previous section does not rely on some knowledge on
the inner region of the halo but only on the properties of the envi-
ronment.
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Figure 6. The redshift evolution of 〈δm〉. The average 〈·〉 is performed on a
set of 40 000 haloes at z = 0 and 10 500 haloes at z = 1.8. The error bars
stand for the error on the estimation of 〈δm〉 with ∆ = σ(δm)/
√
N . N is
the number of haloes needed to compute 〈δm〉. 〈δm〉 is always positive and
indicates an excess of accretion in the equatorial plane. This redshift evo-
lution can be tted as 〈δm〉(z) = 0.0161(±0.0103)z + 0.147(±0.005).
This excess is detected for every redshift smaller than z = 2, which in-
dicates an excess of accretion in the equatorial region. We applied a mass
threshold of 5 · 1012M¯ to our haloes for every redshift. Then, the halo
population is different from one redshift to another. This selection effect
may dominate the observed time evolution.
Fig. 5 displays the normalized distribution of δm measured for
50 000 haloes with a mass in excess of 5 ·1012M¯ and for different
redshifts (z = 1.8, 1.5, 0.9, 0.3, 0.0). The possible values for δm
range between δm ∼ −1 and δm ∼ 1.5. The average value 〈δm〉
of the distributions is statistically larger than zero (see also Fig. 6).
Here 〈 〉 stands for the statistical expectation, which in this pa-
per is approximated by the arithmetic average over many haloes in
our simulations. The antisymmetric part of the distribution of δm is
positive for positive δm. The PDF of δm is skewed, indicating an
excess of accretion through the equatorial ring. The median value
for δm is δmed = 0.11, while the first 25% haloes have δm <
δ25 ≡ −0.11 and the first 75% haloes have δm < δ75 ≡ 0.37.
Therefore we have (δ75−δmed)/(δ25−δmed) = 1.13, which quan-
tifies how the distribution of δm is positively skewed. The skewness
S3 = 〈(δ − δ¯)3〉/〈(δ − δ¯)2〉3/2 is equal to 0.44. Combined with
the fact that the average value 〈δm〉 is always positive, this shows
that the infall of matter is larger in the equatorial plane than in the
other directions.
This result is robust with respect to time evolution (see Fig.
6). At redshift z = 1.8, we have 〈δm〉 = 0.17 which falls down
to 〈δm〉 = 0.145 at redshift z = 0. This redshift evolution can be
fitted as 〈δm〉(z) = 0.0161(±0.0103)z + 0.147(±0.005). This
trend should be taken with caution. For every redshift z we take
in account haloes with a mass bigger than 5 · 1012M¯. Thus the
population of haloes studied at z=0 is not exactly the same as the
one studied at z=2. Actually, at z=0, there is a strong contribution
of small haloes (i.e. with a mass close to 5 · 1012M¯) which just
crossed the mass threshold. The accretion on small haloes is more
isotropic as shown in more details in appendix D2. One possible
explaination is that they experienced less interactions with their en-
vironment and have had since time to relax which implies a smaller
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Figure 7. The convergence of modulus of the real part of 〈a˜m` 〉, for ` =
2, 4, 6, 8. The a˜m` decomposition was computed for 25 000 haloes and each
coefcient has been normalized with the corresponding C0 (see text for
details). Here, 〈 〉 stands for the median while the error bars stand for the
distance between the 5th and the 95th centile. The median value of 〈a˜m` 〉 is
zero except for the 〈a˜0` 〉 coefcient: this is a signature of a eld invariant to
azimuthal rotations.
correlation with the spatial distribution of the infall. Also bigger
haloes tend to lie in more coherent regions, corresponding to rare
peaks, whereas smaller haloes are more evenly distributed. The
measured time evolution of the anisotropy of the infall of matter
therefore seems to result from a competition between the trend for
haloes to become more symmetric and the bias corresponding to a
fixed mass cut.
In short, the infall of matter measured at the virial radius in
the direction orthogonal to halo spin is larger than expected for an
isotropic infall.
3.4 Harmonic expansion of anisotropic infall
As mentioned earlier (and demonstrated in appendix A), the dy-
namics of the inner halo and disk is partly governed by the statisti-
cal properties of the flux densities at the boundary. Accounting for
the gravitational perturbation and the infalling mass or momentum
requires projecting the perturbation over a suitable basis such as the
spherical harmonics:
$(Ω) =
∑
`,m
αm` Y
m
` (Ω) , (18)
Here, $ stands for, e.g. the mass flux density, the advected mo-
mentum flux density, or the potential perturbation. The resulting
αm` coefficients correspond to the spherical harmonic decomposi-
tion in an arbitrary reference frame. The different m correspond
to the different fundamental orientations for a given multipole `. A
spherical field with no particular orientation gives rise to a field av-
eraged over the different realisations which appear as a monopole,
i.e. 〈α`m〉 = 0 for ` 6= 0. Having constructed our virial sphere
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Figure 8. An illustration of the convergence of the a˜`m presented in Fig.
7. The solid line stands for the azimuthal average of the spherical contrast
of accretion computed using Eq. (23). The dotted line for the spherical eld
reconstructed with ` 6 5. The insert represents the reconstructed spherical
eld using the expansion of the a˜`m of the mass ux measured at the virial
sphere. The sphere presents an excess of accretion in the equatorial region
because of the non-zero average value of a˜`0 coefcients (for even values
of `).
in a reference frame attached to the simulation box, we effectively
performed a randomization of the spheres’ orientation. However,
since the direction of the halo’s spin is associated to a general pre-
ferred orientation for the infall, it should be traced through the α`m
coefficients. Let us define the rotation matrix, R, which brings the
z-axis of the simulation box along the direction of the halo’s spin.
The spherical harmonic decomposition centered on the spin of the
halo, am` , is given by (e.g. Varshalovich et al. (1988)):
am` = R[αm
′
`′ ] ≡
∑
`′m′
Rm,m′`,`′ (ϑ, ϕ)αm
′
`′ . (19)
If the direction of the spin defines a preferential plane of accretion,
the corresponding am` will be systematically enhanced. We there-
fore expect the equatorial direction (which corresponds to m = 0
for every `) not to converge to zero.
We computed the spherical harmonic decomposition of
ρvr(ϑ, ϕ) given by Eq. (18) for the mass flux density of 25 000
haloes at z = 0, up to ` = 15. For each spherical field of the mass
density flux, we performed the rotation that brings the halo’s spin
along the z-direction to obtain a set of ‘centered’ am` coefficients.
We also computed the related angular power spectrums C` :
C` ≡ 1
4pi
1
2`+ 1
`∑
m=−`
|am` |2 = 1
4pi
1
2`+ 1
`∑
m=−`
|αm` |2. (20)
Let us define the normalized a˜m` (or harmonic contrast, see ap-
pendix C1),
a˜m` ≡
√
4pi
am`
a00
=
am`
sign(a00)
√
C0
. (21)
This compensates for the variations induced by our range of masses
for the halo. For each `, we present in Fig. 7 the median value,
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|〈Re {a˜m` }〉| for ` = 2, 4, 6, 8 computed for 25 000 haloes. All
the a˜m` have converged toward zero, except for the a˜`0 coefficients.
The imaginary parts of a˜m` have the same behaviour, except for
the Im{a˜`0} coefficients which vanish by definition (not shown
here). The m = 0 coefficients are statistically non-zero. We find
〈a˜02〉 = −0.65±0.04, 〈a˜04〉 = 0.12±0.02, 〈a˜06〉 = −0.054±0.015
and 〈a˜08〉 = 0.0145± 0.014. Errors stand for the distance between
the 5th and the 95th centile. The typical pattern corresponding an
m = 0 harmonic is a series of rings parallel to the equatorial plane.
This confirms that the accretion occurs preferentially in a plane per-
pendicular to the direction halo’s spin.
The spherical accretion contrast 〈δρvr (ϑ, φ)〉 can be recon-
structed using the 〈a˜m` 〉 coefficients (as shown in the appendix):
δ[ρvr ](ϑ, ϕ) =
∑
`,m
a˜m` Y
m
` (ϑ, ϕ)− 1. (22)
In Fig. 8, the polar profile:
〈δ[ρvr ](ϑ)〉 ≡
∑
`,m
〈a˜m` 〉Y m` (ϑ, 0)− 1 , (23)
of this reconstructed spherical contrast is shown. This profile has
been obtained using the 〈a˜m` 〉 coefficients with ` 6 5 and ` 6 15.
The contrast is large and positive near ϑ = pi/2 as expected for an
equatorial accretion. The profile reconstructed using ` 6 5 is quite
similar to the one using ` 6 15. This indicates that most of the
energy involved in the equatorial accretion is contained in a typical
angular scale of 36 degrees (a scale which is significantly larger
than pi/20 corresponding to the cutoff frequency in our sampling
of the sphere as mentionned earlier).
Using a spherical harmonic expansion of the incoming mass
flux density (Eq. (18)), we confirmed the excess of accretion in the
equatorial plane found above. This similarity was expected since
these two measurements (using a ring or using a spherical har-
monic expansion) can be considered as two different filterings of
the spherical accretion field as is demonstrated in the appendix C.
The main asset of the harmonic filtering resides in its relevance for
the description of the inner dynamics as is discussed in section 6.
3.5 Summary
To sum up, the two measurements of section 3.2 and 3.3 (or 3.4)
are not sensitive to the same effects. The first measurement (in-
volving the angular momentum ρL at the virial radius) is mostly a
measure of the importance of infalling matter in building the halo’s
proper spin. The second and the third measurements (involving the
excess of accretion in the equatorial plane, δm, using rings and har-
monic expansion) are quantitative measures of coplanar accretion.
The equatorial plane of a halo is favoured relative to the accretion
of matter (compared to an isotropic accretion) to a level of ∼ 12%
between z = 2 and z = 0. Down to the halo scale (∼ 500 kpc),
anisotropy is detected and is reflected in the spatial configuration
of infalling matter.
4 ANISOTROPIC INFALL OF SUBSTRUCTURES
To confirm and assess the detected anisotropy of the matter in-
fall on haloes in our simulations, let us now move on to a dis-
crete framework and measure related quantities for satellites and
substructures. In the hierarchical scenario, haloes are built up by
successive mergers of smaller haloes. Thus if an anisotropy in the
distribution of infalling matter is to be detected it seems reasonable
that this anisotropy should also be detected in the distribution of
satellites. The previous galactocentric approach for the mass flow
does not discriminate between an infall of virialised objects and a
diffuse material accretion and therefore is also sensitive to satellites
merging: one would need to consider, say, the energy flux density.
However, it is not clear if satellites are markers of the general infall
and Vitvitska et al. (2002) did not detect any anisotropy at a level
greater than 20%.
The detection of substructures and satellites is performed us-
ing the code ADAPTAHOP which is described in details in the ap-
pendix. This code outputs trees of substructures in our simulations,
by analysing the properties of the local dark matter density in terms
of peaks and saddle points. For each detected halo we can extract
the whole hierarchy of subclumps or satellites and their characteris-
tics. Here we consider the leaves of the trees, i.e. the most elemen-
tary substructures the haloes contain. Each halo contains a ‘core’
which is the largest substructure in terms of particles number and
‘satellites’ corresponding to the smaller ones. We call the ensemble
core + satellites the ‘mother’ or the halo. Naturally the number of
substructures is correlated with the mother’s mass. The bigger the
number of substructures, the bigger the total mass. Because the res-
olution in mass of our simulations is limited, smaller haloes tend to
have only one or two satellites. Thus in the following sections we
will discriminate cases where the core have less than 4 satellites.
A total of 50 000 haloes have been examined leading to a total of
about 120 000 substructures.
4.1 Core spin - satellite orbital momentum correlations
In the mother-core-satellite picture, it is natural to regard the core
as the central galactic system, while satellites are expected to join
the halo from the intergalactic medium. One way to test the effect
of large scale anisotropy is to directly compare the angle between
the core’s spin, Sc, and the satellites’ angular momentum, Ls, rela-
tive to the core. These two angular momenta are chosen since they
should be less correlated with each other than e.g. the haloes’ spin
and the angular momentum of its substructures. Furthermore, par-
ticles that belong to the cores are strictly distinct from those that
belong to satellites, thus preventing any ‘self contamination’ ef-
fect. As a final safeguard, we took in account only satellites with
a distance relative to the core larger than the mother’s radius. The
latter quantity is computed using the mean square distance of the
particles belonging to the mother, thus we focus only on ‘external’
satellites. The core’s spin is:
Sc =
∑
p
(rp − rc)× (vp − vc), (24)
where rp and vp (resp. rc and vc) stands for particles’ position and
velocities (resp. the core’s centre of mass position and velocity) and
where:
rp < dc, (25)
where dc is the core’s radius. The angular momentum for a satellite
is computed likewise, with a different selection criterion on parti-
cles, namely:
|rp − rs| < ds, (26)
where rs stands for the satellite’s centre of mass position and ds is
its radius.
Fig. 9 displays the reduced distribution of the angle, θcs, be-
tween the core’s spin and the satellites’ orbital momentum, where
θcs is defined by:
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Figure 9. Excess probability, 1+ξCS(θcs), of the angle between the core’s
spin and the orbital momentum of satellites. Cores have at least 1 satel-
lite (solid line), 4 satellites (dashed line) and 10 satellites (dotted line).
These curves have been normalized by the expected isotropic distribution
and the Gaussian correction was applied to account for errors on the angle
determination. Here ξCS(θ) = 0 is expected for an isotropic distribution
of angles between the core ’s spin and the orbital momentum. All satel-
lites are external to the core, yet an excess of alignment is present. The
triangles represent the angle distribution, the error bars stand for the 3σ-
dispersion for 50 subsamples of 10 000 satellites (out of 35 000) while the
red curve stands for the best gaussian t of the distribution for systems
with at least one satellite (see Eq. 13 for parameterization). The best t
parameters are: a1 = 0.3993 ± 0.0038, a2 = 0.0599 ± 0.0083, a3 =
0.8814± 0.0055, a4 = 0.9389± 0.0002. The isotropic case is excluded
with a good condence level, even for systems with a large number of satel-
lites.
θcs = cos
−1(
Ls · Sc
|Ls||Sc| ). (27)
The Gaussian correction was applied as described in section 3.2, to
take into account the uncertainty on the determination of θcs.
The correlation of θcs indicates a preference for the aligned
configuration with an excess of ∼ 12% of aligned configurations
relative to the isotropic distribution. We ran Monte-Carlo realisa-
tions using 50 subsamples of 10 000 haloes extracted from our
whole set of substructures to constrain the error bars. We found
a 3σ error of 6%: the detected anisotropy exceeds our errors, i.e.
ξCS(θcs) is not uniform with a good confidence level. The varia-
tions with the fragmentation level (i.e. the number of satellites per
system) remains within the error bars. The best fit parameters for
the measured distributions of systems with at least 1 satellite are
a1 = 0.3993 ± 0.0038, a2 = 0.0599 ± 0.0083, a3 = 0.8814 ±
0.0055, a4 = 0.9389 ± 0.0002 (see Eq. 13 for parametrization).
Not surprisingly, a less structured system shows a stronger align-
ment of its satellites’ orbital momentum relative to the core’s spin.
In the extreme case of a binary system (one core plus a satellite),
it is common for the two bodies to have similar mass. Since the
two bodies are revolving around each other, a natural preferential
plane appears. The core’s spin will be likely to be orthogonal to
this plane. Increasing the number of satellites increases the isotropy
of the satellites’ spatial distribution (the distributions maxima are
lower and the slope toward low values of θcs is gentler), but switch-
ing from at least 4 satellites to at least 10 satellites per system does
not change significantly the overwhole shape distribution. This sug-
gests that convergence, relative to the number of satellites, has been
reached for the θcs distribution.
As the measurements of the anisotropy factor δm indirectly
suggested, satellites have an anisotropic distribution of their direc-
tions around haloes. Furthermore the previous analysis of the sta-
tistical properties of δ (section 3.3) indicated an excess of aligned
configuration of 15% which is consistent with the current method
using substructures. While the direction of the core’s spin should
not be influenced by the infall of matter, we still find the existence
of a preferential plane for this infall, namely the core’s equatorial
plane.
4.2 Satellite velocity - satellite spin correlation
The previous sections compared haloes’ properties with the prop-
erties of satellites. In a galactocentric framework, the existence of
this preferential plane could only be local. In the extreme each halo
would then have its own preferential plane without any connection
to the preferential plane of the next halo. Taking the satellite it-
self as a reference, we have analyzed the correlation between the
satellite average velocity in the core’s rest frame and the struc-
tures’ spin. Since part of the properties of these two quantities are
consequences of what happened outside the galactic system, the
measurement of their alignment should provide information on the
structuration on scales larger than the haloes scales, while sticking
to a galactocentric point of view.
For each satellite, we extract the angle, θvs, between the veloc-
ity and the proper spin and derive its distribution using the Gaussian
correction (see fig. 10). The satellite’s spin Ss is defined by:
Ss =
∑
p
(rp − rs)× (vp − vs), (28)
where rs and vs stands for the satellite’s position and velocity in
the halo core’s rest frame. The angle, θvs, between the satellite’s
spin and the satellite’s velocity is:
θvs = cos
−1(
Ss · vs
|Ss||vs| ). (29)
Only satellites external to the mother’s radius are considered
while computing the distribution of angles. This leads to a sample
of about 40 000 satellites, at redshift z = 0. The distribution ξ(θvs)
was calculated as sketched in section 2. An isotropic distribution of
θvs would as usual lead to a uniform distribution ξ(θvs) = 0. The
result is shown in Fig. 10. The error bars were computed using the
same Monte-Carlo simulations described before with 50 subsam-
ples of 10 000 satellites.
We obtain a peaked distribution with a maximum for θvs =
pi/2 corresponding to an excess of orthogonal configuration of 5%
compared to a random distribution of satellite spins relative to their
velocities. The substructures’ motion is preferentially perpendicu-
lar to their spin. This distribution of angles for systems with at least
1 satellite can be fitted by a Gaussian function with the follow-
ing best fit parameters (see Eq 13): a1 = 0.2953 ± 0.0040, a1 =
1.5447± 0.0015, a2 = 0.8045± 0.0059, a3 = 0.9144± 0.0010.
The variation with the mother’s fragmentation level is within the
error bars. However the effect of an accretion orthogonal to the di-
rection of the spin is stronger for satellites which belong to less
structured systems. This may be again related to the case where
two comparable bodies revolve around each other, but from a satel-
lite point-of-view. The satellite spin is likely to be orthogonal to the
revolution plane and consequently to the velocity’s direction.
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This result was already known for haloes in filaments (Fal-
tenbacher et al. (2002)), where their motion occurs along the fila-
ments with their spins pointing outwards. The current results show
that the same behaviour is measured down to the satellite’s scale.
However this result should be taken with caution since Monte-
Carlo tests suggest that the error (deduced from the 3σ dispersion)
is about 4%.
This configuration where the spins of haloes and satellites are
orthogonal to their motion fit with the image of a flow of structures
along the filaments. Larger structures are formed out of the merging
of smaller ones in a hierarchical scenario. Such small substructures
should have small relative velocities in order to eventually merge
while spiraling towards each other. The filaments correspond to re-
gions where most of the flow is laminar, hence the merging between
satellites is more likely to occur when one satellite catches up with
another, while both satellites move along the filaments. During such
encounter, shell crossing induces vorticity perpendicular to the flow
as was demonstrated in Pichon & Bernardeau (1999). This vortic-
ity is then converted to momentum, with a spin orthogonal to the
direction of the filament.
Finally, the flow of matter along the filaments may also pro-
vide an explanation for the excess of accretion through the equa-
torial regions of the virial sphere. If a sphere is embedded in a
‘laminar’ flow, the density flux detected near the poles should be
smaller than that detected near the ‘equator’ of the sphere. The flux
measured on the sphere is larger in regions where the normal to
the surface is collinear with the ‘laminar’ flow, i.e. the ‘equator’.
On the other hand, a nil flux is expected near the poles since the
vector normal to the surface is orthogonal to direction of the flow.
The same effect is measured on Earth which receives the Sun radi-
ance: the temperature is larger on the Tropics than near the poles.
Our observed excess of accretion through the equatorial region sup-
ports the idea of a filamentary flow orthogonal to the direction of
the halo’s spin down to scales 6 500 kpc.
5 PROJECTED ANISOTROPY
5.1 Projected satellites population
We looked directly into the spatial distributions of satellites sur-
rounding the haloes cores to confirm the existence of a preferential
plane for the satellites locations in projection. In Fig. 11, we show
the compilation of the projected positions of satellites in the core’s
rest frame. The result is a synthetic galactic system with 100 000
satellites in the same rest frame. We performed suitable rotations to
bring the spin axis collinear to the z-axis for each system of satel-
lites, then we added all these systems to obtain the actual synthetic
halo with 100 000 satellites. The positions were normalized using
the mother’s radius (which is of the order of the virial radius). A
quick analysis of the isocontours of the satellite distributions in-
dicates that satellites are more likely to be found in the equatorial
plane, even in projection. The axis ratio measured at one mother’s
radius is ²(Rm) ≡ a/b − 1 = 0.1 with a > b. We compared
this distribution to an isotropic ‘reference’ distribution of satellites
surrounding the core. This reference distribution has the same av-
erage radial profile as the measured satellite distributions but with
isotropically distributed directions. The result of the substraction of
the two profiles is also shown in Fig. 11. The equatorial plane (per-
pendicular to the z-axis) presents an excess in the number of satel-
lites (light regions). Meanwhile, there is a lack of satellites along
the spin direction (dark regions). This confirms our earlier results
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Figure 10. Excess probability, 1 + ξvs, of the angle between the substruc-
tures’ spin and their velocities in the mother’s rest frame. The Gaussian cor-
rection was applied to take into account uncertainty on the angle determina-
tion. The distributions was measured for all mothers (solid), mothers with at
least 4 substructures (dot) and mothers with at most 3 substructures (dash).
The triangles represent the mean angle distribution. The error bars represent
the Monte Carlo 3σ-dispersion for 50 subsamples of 10 000 haloes (out of
35 000). The red dash-dotted curve stands for the best t of the distribution
with a Gaussian function for systems with at least 1 satellite (see Eq. 13 for
parametrization). The best t parameters are: a1 = 0.2953±0.0040, a1 =
1.5447± 0.0015, a2 = 0.8045± 0.0059, a3 = 0.9144± 0.0010. In the
core’s rest frame, the satellites’ motion is orthogonal to the direction of the
satellites’ spin. This conguration would t in a picture where structures
move along lamentary directions.
obtained using the alignment of orbital momentum of satellites with
the core’s spin, i.e. satellites lie more likely in the plane orthogonal
to the halo spin direction. Qualitatively, these results have already
been obtained by Tormen (1997), where the major axis of the el-
lipsoid defined by the satellite’s distribution is found to be aligned
with the cluster’s major axis. This synthetic halo is more directly
comparable to observables since, unlike the dark matter halo itself,
the satellites should emit light. Even though ΛCDM predicts too
many satellites, its relative geometrical distribution might still be
correct. In the following sections, our intent is to quantify more
precisely this effect.
The propension of satellites to lie in the plane orthogonal to
the direction of the core’s spin appears as an ‘anti-Holmberg’ ef-
fect. Holmberg (1974) and more recently Zaritsky et al. (1997) have
found observationnally that the distribution of satellites around
disks is biased towards the pole regions. Thus if the orbital mo-
mentum vector of galaxies is aligned with the spin of their parent
haloes, our result seems to contradict these observations. One may
argue that satellites are easier to detect out of the galactic plane.
Furthermore our measurements are carried far from the disk while
its influence is not taken in account. Huang & Carlberg (1997) have
shown that the orbital decay and the disruption of satellites are
more efficient for coplanar orbits near the disk. It would explain the
lack of satellites in the disk plane. Thus our distribution of satellites
can still be made consistent with the ‘Holmberg effect’.
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Figure 11. The projected distribution of satellites around the core’s centre
of mass. We used the position of 40 000 satellites around their respective
core to produce a synthetic halo+satellites (a ‘mother’) system. The pro-
jection is performed along the x-axis. The y and z coordinates are given in
units of the mother’s radius. The z-axis is colinear to the direction of the
core’s spin. Top: The isocontours of the number density of satellites around
the core’s centre of mass present a attened shape. The number of satel-
lites is lower in darker bins than in lighter bins. The attened isocontours
indicate that satellites lie preferentially in the plane orthogonal to direction
of the spin. Bottom: The excess number of satellites surrounding the core.
We compared the distribution of satellites measured in our simulations to
an isotropic distribution of satellites. Light zones stand for an excess of
satellites in these regions (compared to an isotropic distribution) while dark
zones stand for a lack of satellites. The satellites are more numerous in
the equatorial region than expected in an isotropic distribution of satellites
around the core. Also, there are fewer satellites along the spin’s axis than
expected for an isotropic distribution of satellites.
5.2 Projected satellite orientation and spin
In addition to the known alignment on large scales, we have shown
that the orientation of structures on smaller scales should be dif-
ferent from the one expected for a random distribution of orienta-
tions. Can this phenomenon be observed ? The previous measure-
ments were carried in 3D while this latter type of observations is
performed in projection on the sky. The projection ‘dilutes’ the
anisotropy effects detected using three-dimensional information.
Thus an effect of 15% may be lowered to a few percents by project-
ing on the sky. However, even if the deviation from isotropy is as
important as a few percents, as we will suggest, this should be rel-
evant for measurements involved in extracting a signal just above
the noise level, such as weak lensing.
To see the effect of projection on our previous measurements,
we proceed in two steps. First, every mother (halo core + satellites)
is rotated to bring the direction of the core’s spin to the z-axis. Sec-
ond, every quantity is computed using only the y and z components
of the relevant vectors, corresponding to a projection along the x-
axis.
The first projected measurement involves the orientation of
satellites relative to their position in the core’s rest frame. The spin
of a halo is statistically orthogonal to the main axis of the distri-
bution of matter of that halo (Faltenbacher et al. (2002)), and as-
suming that this property is preserved for satellites, their spin Ss
is an indicator of their orientation. The angle, θP (in projection),
between the satellites’ spin and their position vector (in the core’s
rest frame) is computed as follow:
θP = cos
−1(
Sy,zs · ry,zsc
|Sy,zs ||ry,zsc | ), (30)
with
rsc = rs − rc, (31)
where rs and rc stand respectively for the position vector of the
satellite and the core’s centre of mass. Two extreme situations
can be imagined. The ‘radial’ configuration corresponds to a case
where the satellite’s main axis is aligned with the radius joining the
core’s centre of mass to the satellite centreof mass (spin perpendic-
ular to the radius, or θP ∼ pi/2). The ‘circular’ configuration is the
case where the satellite main axis is orthogonal to the radius (spin
parallel to the radius, θP ∼ 0[pi]). These reference configuration
will be discussed in what follows.
The resulting distribution, 1 + ξP(θP), is shown in Fig. 12.
As before, an isotropic distribution of orientations would lead to
ξP(θP) = 0. The distribution is computed with 100 000 satellites,
without the cores, while the error bars result from Monte-Carlo
simulations on 50 subsamples of 50 000 satellites each. As com-
pared to the distribution expected for random orientations, the or-
thogonal configuration is present in excess of ξP(pi/2) ∼ 0.02.
If the spin of satellites is orthogonal to their principal axis, the
direction vector in the core’s rest frame is more aligned with the
satellites principal axes than one would expect for an isotropic
distribution of satellites’ orientations. This configuration is ‘ra-
dial’. The peak of the distribution is slightly above the error bars:
∆ξP(θP ∼ pi/2) ∼ 0.02. The distribution can be fitted by the
Gaussian function given in Eq. 13 with the following parame-
ters: a1 = 0.0999 ± 0.0030, a2 = 1.5488 ± 0.0031, a3 =
0.8259 ± 0.0131, a4 = 0.9737 ± 0.0007. The alignment seems
to be difficult to detect in projection. With 50 000 satellites, we
barely detect the enhancement of the orthogonal configuration at
the 3-σ level, thus we do not expect a detection of this effect at the
1-σ level for less than 6000 satellites. Nevertheless, the distribution
of the satellites’ orientation in projection seems to be ‘radial’ on
dynamical grounds, without reference to a lensing potential.
Our previous measurement was ‘global’ since it does not take
into account the possible change of orientation with the relative
position of the satellites in the core’s rest frame. In Fig. 13, we
explore the evolution of 1 + ξP with the radial distance relative
to the core’s centre of mass and with the angular distance relative
to the z-axis, i.e. relative to the direction of the core’s spin. The
previous synthetic halo was divided in sectors and for each sector,
1+ξP can be computed. The sectors are thus defined by their radius
(in the mother’s radius units): R 6 0.4, 0.4 < R 6 0.8, 0.8 <
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Figure 12. Excess probability, 1 + ξP , of the projected angles between the
direction of the spin of substructures and their position vector in the core’s
rest frame . The projection is made along the x-axis where the z-axis is con-
current with the core’s spin direction. The solid line represents the average
distribution of projected angles of 50 subsamples of 50 000 substructures
(out of 100 000 available substructures). The error bars represents the 3σ
-dispersion relative to these 50 subsamples. An isotropic distribution of ori-
entation would correspond to a value of 1 for 1 + ξP. The projection plus
the reference to the position vector instead of the velocity’s direction low-
ers the anisotropy effect. The red curve stands for the best Gaussian t of
the excess probability (see Eq. 13 for parameterization). The best t pa-
rameters are: a1 = 0.0999 ± 0.0030, a2 = 1.5488 ± 0.0031, a3 =
0.8259 ± 0.0131, a4 = 0.9737 ± 0.0007. It seems that on average the
projected orientation of a substructure is orthogonal to its projected posi-
tion vector.
R 6 1.2, 1.2 < R 6 1.6 and 1.6 < R 6 2 and by their polar
angle relative to the direction of the core’s spin (in degrees): φs 6
36, 36 < φs 6 72, 72 < φs 6 108, 108 < φs 6 144 and
144 < φs 6 180. Each of the previous Monte-Carlo subsamples
can also be divided into sectors in order to compute the dispersion
σ for the distributions within the subsamples. The error bars still
represent the 3σ dispersions.
The Fig. 14 is a qualitative representation of the results pre-
sented in Fig. 13. Each sector with R 6 1 in Fig. 13 is represented
by an ellipse at its actual position. The orientation of the ellipse is
given by the angle of the maximum of the corresponding 1+ξP(θp)
function. We chose to represent the spin’s direction perpendicular
to the ellipse’s major axis. We also chose to scale the ellipse axis
ratio with the signal-to-noise ratio of 1 + ξP(θp). Indeed large er-
rors leads to weak constrains on the spin orientation and the galaxy
would be seen as circular on average. Conversely a strongly con-
strained orientation leads to a typical axis ratio of 0.5.
Two effects seem to emerge from this investigation. For some
sectors, the orthogonal configuration is in excess compared to an
isotropic distribution of satellites’ orientation relative to the radial
vector. This seems to be true especially for radii smaller than the
mother’s radius but the effect is still present at larger distances, es-
pecially near φs ∼ pi/2. Switching from low values to high values
of φs changes the slope of the 1+ξP(θ) distribution. This may be a
marker of a ‘circular configuration’ of the orientation of satellites.
The existence of a ‘radial’ component in the orientation of the
satellites was expected, both from the unprojected measurements
made in the previous sections and from the global distribution ex-
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Figure 13. Radial and azimuthal grid of the excess probability, 1 + ξP,
of the projected angles between the direction of the spin of substructures
and their direction relative to the central position of the core (as shown on
average in Fig 12). The projection is made along the x-axis where the z-
axis is concurrent with the direction of the core’s spin. Each row represents
a distance relative to central core in the mother’s radius units (from bottom
to top): R ∈ [0, 0.4[, R ∈ [0.4, 0.8[, R ∈ [0.8, 1.2[, R ∈ [1.2, 1.6[
and R ∈ [1.6, 2[. Each column represents an angular distance (in degrees)
relative to the direction of the core’s spin (z-axis) : φs ∈]0, 36], φs ∈
[36, 72[, φs ∈ [72, 108[, φs ∈ [108, 144[ and φs ∈ [144, 180[. The
isotropic orientation distribution corresponds to a value of 1. Each sector
presents a preferential direction that depends on its position relative to the
spin direction of the central core. The distributions are computed using 50
samples of 50 000 satellites each. In each sector, the points represents the
distribution averaged over the 50 samples. The error bars represent the 3σ-
Monte Carlo dispersion of the distribution over these 50 samples.
tracted from the projected data. The fact that the ‘radial’ signature
is stronger around the equatorial plane (72 < φs < 108 in Fig.
13) may be an another evidence for a filamentary flow of satellites,
even in projection. It seems that the existence of a ‘circular’ compo-
nent was mostly hidden in the previous measurements by the dom-
inant signature of the ‘radial’ flow. Nevertheless, the dominance of
’circular’ orientations near the poles fits with the picture of a halo
surrounded by satellites with their spin pointing orthogonally to the
filament directions.
The ‘circular’ flow may alternatively be related to the flow of
structures around clusters located at the connection between fila-
ments. There are observations of such configurations (Kitzbichler
& Saurer 2003), where galaxies have their spin pointing along their
direction of accretion and these observations could be consistent
with our ‘circular’ component.
6 APPLICATIONS
Let us give here a quick overview of the implications of the pre-
vious measurements for the inner dynamics of the halo down to
galactic scales. In particular let us see how the self-consistent dy-
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Figure 14. Geometric conguration of mean satellites around their core
galaxy; each panel of Fig. 13 is represented by an ellipse at its log radius and
angle around the core galaxy. The axis ratio of the ellipses is proportional
to the peak-to-peak amplitude of the corresponding correlation (accounting
for the relative SNR), while its orientation is given by the orientation of the
maximum of 1 + ξP.
namical response of the halo propagates anisotropic infall inwards,
and then briefly and qualitatively discuss implications of anisotropy
to galactic warps, disk thickening and lensing.
6.1 Linear response of galaxies
In the spirit of e.g. Kalnajs (1971) or Tremaine & Weinberg (1984)
we show in appendix A and elsewhere (Aubert & Pichon (2004))
how to propagate dynamically the perturbation from the virial ra-
dius into the core of the galaxy using a self consistent combination
of the linearized Boltzmann and Poisson equations under the as-
sumption that the mass of the perturbation is small compared to the
mass of the host galaxy. Formally, we have:
r(x, t) = R[F,Ω,x, t− τ ] ($(Ω, τ)) , (32)
where R is a linear operator which depends on the equilibrium state
of the galactic halo (+disk) characterized by its distribution func-
tion F , and r(x, t) represents the self consistent response of the
inner halo at time t due to a perturbation $(Ω, τ) occuring at time
τ . Here $ represents formally the perturbed potential on the virial
sphere and the flux density of advected momentum, mass and ki-
netic energy at R200. A ‘simple’ expression for R is given in Ap-
pendix A for the self consistent polarisation of the halo. The linear
operator, R, follows from Eq. (A6), (A13) and (A16). These equa-
tions generalize the work of Kalnajs in that it accounts for a con-
sistent infall of advected quantities at the outer edge of the halo. It
is shown in particular in appendix A that self-consistency requires
the knowledge of all ten (scalar, vector and symmetric tensor) fields
$ρ(Ω, τ), $ρv(Ω, τ), $ρσiσj (Ω, τ).
When dealing with disk broadening, r could be the velocity
orthogonal to the plane of the disk, or, for the warp, its amplitude,
as a function of the position in the disk, x (or the orientation of
each ring if the warp is described as concentric rings). More gen-
erally, it could correspond to the perturbed distribution function of
the disk+halo. The whole statistics of r is relevant. The average
response 〈r(x, t)〉 can be written as:
〈r(x, t)〉 = R〈$(Ω, τ)〉 =
∑
`m
RY m` (Ω)〈am` 〉 (33)
Since the accretion is anisotropic, 〈am` 〉 do not converge toward
zero (see section 3.4) inducing a non-zero average response. Most
importantly the two point correlation of the response since it will
tell us qualitatively what the correlation length and the root mean
square amplitude of the response will be. For the purpose of this
section, and to keep things simple, we will ignore temporal issues
(discussed in Appendix A) altogether, both for the mean field and
the cross-correlations. The two-point correlation of r(x) then de-
pends linearly on the two-point correlation of $:
〈r(x) · r>(y)〉 = R〈$(Ω) ·$>(Ω′)〉R> , (34)
where > stands for the transposition. Clearly, if the infall, $(Ω),
is anisotropic the response will be anisotropic. As was discussed in
section 3.4 when the infall is not isotropic, we have
〈|a˜m` |2〉 6= 〈|α˜m` |2〉 = 1
2`+ 1
m=∑`
m=−`
〈|α˜m` |2〉 , (35)
Let us therefore introduce:
∆R˜m` ≡ 〈|a˜m` |2〉 − 〈|α˜m` |2〉, (36)
which would be identically zero if the field were stationary on the
sphere. Here ∆R˜m` represents the anisotropic excess for each har-
monic correlation. In particular, the excess polarisation of the re-
sponse induced by the anisotropy reads
∆〈r(x) · r>(y)〉 =
∑
`m
RY m` (Ω)∆R˜
m
` Y
m
` (Ω
′)R> . (37)
Fig. 15 displays ∆R˜m` , for ` = 1, 2, 3, 4. The different ∆R˜
m
`
clearly converge toward different non-zero values. Consequently
the response should reflect the anisotropic nature of the external
perturbations.
It is beyond the scope of this paper to pursue the quantitative
exploration of the response of the inner halo to a given anisotropic
infall, since this would require an explicit expression of the re-
sponse operator, R, for each dynamical problem investigated.
6.2 Implication for warps, thick disks and lensing
In this paper, the main emphasis is on measured anisotropies. It
turns out that it never exceeds 15 % in accretion. For a whole class
of dynamical problems where anisotropy is not the dominant driv-
ing force it can be ignored at that level. Here we now discuss qual-
itatively the implication of the previous measurements to galactic
warps, the thick disk and weak lensing where anisotropy is essen-
tial.
6.2.1 Galactic warps
The action of the torque applied on the disk of a galaxy is different
for different angular and radial position of the perturbation. Conse-
quently the warp’s orientation and its amplitude are functions of the
spatial configuration of the external potential. For example, Lo´pez-
Corredoira et al. (2002) found that the warp’s amplitude due to an
intergalactic flow is dependent on the direction of the incoming
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Figure 15. The residual anisotropic harmonic power spectra, ∆R˜m` , intro-
duced in Eq. (36) as a function of m for ` = 1, 2, 3, 4. These residuals will
serve as input to the computation of the dynamical response of the halo.
‘beam’ of matter. Having modelled the intergalactic flow applied
to the Milky Way, they found that the warp amplitude rises steeply
as the beam leaves the region coplanar to the disk and this warp am-
plitude reaches a maximum for an inclination of 30 degrees relative
to the disk’s plane. As the beam direction becomes perpendicular
to the galactic plane, the warp amplitude decreases slowly. In this
context, the existence of a typical spatial configuration for the in-
coming intergalactic matter or satellites infall may induce a kind of
’typical’ warp in the disk of galaxies.
The existence of a preferential plane for the accretion of angu-
lar momentum also implies that the recent evolution of the halo’s
spin has been rather smooth. Bullock et al. (2001) have shown that
the angular momentum tends to remain aligned within haloes. Fur-
thermore, the accretion of matter by haloes is preferentially per-
formed on plunging radial orbits, thus the inner parts of haloes are
aware of the properties of the recently accreted angular momen-
tum. Therefore, a disk embedded in the halo would also ‘feel’ this
anisotropic accretion. Ostriker & Binney (1989) have shown that
the misalignment of the accreted angular momentum and the disk’s
spin forces the latter to slew the symmetry axis of its inner parts.
The warp line of nodes is also found to be aligned with the axis
of the torque applied to the disk. As stressed by Binney (1992),
non straight line of nodes can be associated with changes in the
direction of the accreted angular momentum. Using a sample of
12 galaxies, Briggs (1990) established rules of thumb for galactic
warps, one of them being that the line of nodes is straight in the in-
ner region of disk while it is wound in the outer parts. If the angular
momentum is accreted along a stationary preferential direction, as
we suggest, the warp line of nodes should remain mostly straight.
However, if the accretion plane differs slightly from the disk plane,
more than one direction of accretion become possible (by sym-
metry around the vector defining the disk plane) and, as a conse-
quence, different directions are possible for the torque induced by
accreted matter. We may then consider a varying torque along ac-
cretion history with an accreted angular momentum ‘precessing’
around the halo’s spin but close to its direction. In this scenario, the
difference in the behaviour of the warp line of nodes between the
inner and outer regions of the galaxies may be explained.
6.2.2 Galactic disk thickening
Thin galactic disks put serious constraints on merging scenarii,
since their presence implies a fine-tuning between the cooling
mechanisms (e.g. coplanar infall of gas), and the heating processes
(merging of small virialised objects, deflection of spirals on molec-
ular clouds). It has been shown that small mergers can produce a
thick disk (e.g. Quinn et al. (1993), Walker et al. (1996) ). However,
the presence of old stars within the thin disk cannot be explained
in the framework of the merging scenario unless a fraction of the
accretion took place within the equatorial plane of the galaxy. Fur-
thermore, the geometric characteristic of the infall is essential in the
formation process of a thick disk. In Velazquez & White (1999),
numerical simulations of interactions between galactic disks and
infalling satellites show that the heating and thickening is more ef-
ficient for coplanar satellites. They also stressed the differences be-
tween the effect of prograde or retrograde orbits of infalling satel-
lites (relative to the rotation of the disk): prograde orbits induce disk
heating while retrograde orbits induce disk tilting. Our results indi-
cate that the infall is preferentially prograde and coplanar relative to
the halo’s spin: if we consider an alignment between the halo’s spin
and the galaxy’s angular momentum, the thickening process may be
more efficient than the one expected in an isotropic configuration of
infalling matter. Furthermore, our estimate of the fraction of copla-
nar accretion at the virial scale may be considered as a lower bound
near the disk since the presence of a disk will focus the infall closer
to the galactic plane. In fact, Huang & Carlberg (1997) found that
the disk tends to tilt toward the orbital plane of infalling prograde
low-density satellites. This effect would also contribute to enhance
the excess of coplanar accretion down to galactic scales.
However the nature of infalling virialised objects was shown
to affect their ability to heat or destroy the disk. Huang & Carlberg
(1997) found that the presence of low density satellites should in-
duce preferentially a tilting of the disk instead of a thickening: one
needs to enhance the relative mass of the satellite (∼ 30% of the
disk mass) to produce an observable thickening in the inner parts
of the galaxy. Unfortunately such a massive satellite has a destruc-
tive impact on the outer parts of the disk. The relationship between
the excess of accretion and the satellite mass should be constrained
but our limited mass resolution prevents us from performing such a
quantitative analysis. We should therefore aim at achieving higher
angular resolution of the virial sphere and higher mass resolution
in order to describe well compact virialised objects.
6.2.3 Gravitational lensing
The first detection of cosmic shear was reported by four differ-
ent groups in 2000 (Bacon et al. (2000), Kaiser et al. (2000), Van
Waerbeke et al. (2000), Wittman et al. (2000)). One of the basic
assumptions made by cosmic shear studies is that the intrinsic el-
lipticities of galaxies are expected to be uncorrelated, and that the
observed correlations are the results of gravitational lensing in-
duced by the large scale structures between those galaxies and the
observer. Hence, the detection of weak lensing signal assumes a
gravitationally induced departure from a random distribution of the
galactic shapes. Consequently, if there exists intrinsic alignments
or preferential patterns in galactic orientations, this would poten-
tially affect the interpretation from weak lensing measurements.
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Table 1. Summary of the tting parameters for the angular correlations
angle a1 a2 a3 a4
θρL 2.351±0.006 -0.178±0.002 1.343±0.002 0.669±0.000
θρvrL 3.370±0.099 -0.884±0.037 1.285±0.016 0.728±0.001
θcs 0.399±0.003 0.059±0.008 0.881±0.005 0.938±0.000
θvs 0.295±0.004 1.544±0.001 0.804±0.005 0.914±0.001
θp 0.099± 0.003 1.548± 0.003 0.825± 0.013 0.973± 0.000
Here θρL is the angle between the halo’s spin and the angular momentum
measured on the virial sphere; θρvrL is the angle between the halo’s spin
and the accreted angular momentum measured on the virial sphere; θcs is
the angle between the core’s spin and the satellite orbital momentum; θvs
is the angle between the satellite velocity in the core ’s rest frame and the
satellite’s spin; θp is the projected angle between the satellite’s spin and
its direction relative to the core s’ position. The tting model we used is
1 + ξ(θ) = a1/(
√
2pia3) exp
[
−(θ − a2)2/(2a23)
]
+ a4.
Several papers have already considered the ‘contamination’ of the
weak lensing signal by intrinsic galactic alignment. Using analytic
arguments, Catelan et al. (2001) have shown that such alignments
should exist. The issue of the amplitude of the intrinsic correlations
compared to the correlation induced by the cosmic shear has also
been explored by Croft & Metzler (2000) and Heavens et al. (2000).
The ‘intrinsic’ correlations may overcome the shear-induced signal
in surveys with a narrow redshift range. We have shown that the
orientation of satellites around haloes is not randomly distributed,
which is a clear indication of intrinsic correlations for our con-
sidered scales (∼ 500 kpc). Taking zm = 1 as a typical median
redshift for large lensing surveys, the corresponding angular scale
is 1 arcminute in our simulations’ cosmogony. Furthermore, the
prospect of studying the redshift evolution of gravitational cluster-
ing via shear measurements will require investigating narrower red-
shift bins and as such, small scale dynamically induced polarisation
might become an issue. As recommended by Catelan et al. (2001),
our measurement may also be used as a ‘numerical’ calibration of
the relation between ellipticity and tidal fields. Interestingly, they
suggested to compensate for the finite number of galaxies around
clusters by ‘stacking’ several clusters, which is precisely the pro-
cedure we followed to extract signal from our simulations. Finally,
Weak lensing predicts no ‘curl’ component in the shear field (e.g.
Pen et al. (2000)) and such ‘curl’ configurations would serve to
extract the intrinsic signal. Even though satellites exhibit both ‘cir-
cular’ and ‘radial’ configurations in our simulations, we do not ob-
serve a clear signature of a ’curl’ component of orientations at our
level of detection.
7 CONCLUSION & PROSPECTS
7.1 Conclusion
Using a set of 500 ΛCDM simulations, we investigated the proper-
ties of the spatial configuration of the cosmic infall of dark matter
around galactic ≈ L? haloes. The aim of the present work was to
find out if the existence of preferential directions existing on large
scales (such as filaments) is reflected in the behaviour of matter
accreted by haloes, and the answer is a clear quantitative yes.
Two important assumptions were made in the present pa-
per.We did not consider different class of haloes’ masses (except for
Fig. D2), but instead applied normalisations to includes all haloes in
Table 2. Summary of other quantities related to anisotropic accretion
〈δm〉(z) 0.0161(± 0.0103) z +0.147 (± 0.005)
S3(δm) 0.44
²(Rm) 0.1
a˜20 -0.65± 0.04
a˜40 0.12 ± 0.02
a˜60 -0.054± 0.015
a˜80 0.0145± 0.0014
〈δm〉(z) is the redshift evolution of the average excess of accretion in the
plane orthogonal to the direction of the spin. S3(δm) is the skewness of the
distribution of excess of accretion. ²(Rm) is the axis ratio a/b − 1 with
a > b of the projected satellite distribution. a˜20, a˜40, a˜60 and a˜80 are the
normalized harmonic coefcients of the ‘equatorial’ modes.
our measurements (considering e.g. the statistical average of con-
strasts). We also did not take in account outflows and focused on
accreted quantities.
First we looked at the angular distribution of matter at the in-
terface between the intergalactic medium and the inner regions of
the haloes. We measured the accreted mass and the accreted an-
gular momentum at the virial radius, describing these quantities as
spherical fields.
• The total (resp. advected) angular momentum measured at the
virial radius is strongly aligned with the inner spin of the halo with
a proportion of aligned configuration 30% (resp. 50%) more fre-
quent than the one expected in an isotropic distribution of accreted
angular momentum (1 + ξLS(0) ∼ 1.5). This result reflects the
importance of accreted angular momentum in the building of the
haloes’ inner spin.
• The accretion of mass measured at the virial radius in the ring-
like region perpendicular to the direction of the halo’s spin is ∼
15% larger than the one expected in the case of an isotropic infall
of matter.
We also detected the excess of accretion at the same level in the
equatorial plane using a spherical harmonic expansion of the mass
density flux.
• In the spin’s frame, the average of the harmonic a`0 coeffi-
cients does not converge toward zero, indicating that there is a sys-
tematic accretion structured in rings parallel to the equatorial plane.
Using the substructure detection code ADAPTAHOP, we con-
firmed that the existence of a preferential plane for the infalling
mass is reflected in the distribution of satellites around haloes.
• Investigating the degree of alignment between the orbital mo-
mentum of satellites and the central spin of the halo, it is shown that
the aligned configuration is present in excess of ∼ 12%. Satellites
tend to revolve in the plane orthogonal to the direction of the halo’s
spin. The two methods (using spherical fields and satellites’ detec-
tion) yield consistent results and suggest that the image of a spher-
ical infall on haloes should be reconsidered at the quoted level.
We studied the distribution of the angle between the direction of
accretion of satellites and their own spin.
• An orthogonal configuration is 5% more frequent than what
would one expect for an isotropic distribution of spin and direc-
tions of accretion. Satellites tend to be accreted in the direction
orthogonal to their own spin.
These findings are interpreted as the results of the filamentary
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Figure 16. A schematic representation of all estimate of anisotropic accretion considered in this paper. 1): we measured the distribution of the angle between
the orbital momentum on the virial sphere and the halo’s spin. The average orbital momentum measured on the virial sphere is mostly aligned with the spin of
the halo embedded in the virial sphere (discussed in section 3.2). 2): we compared the accretion in the plane orthogonal to the direction of the halo’s spin with
the average accretion on the sphere. On the virial sphere, we detected an excess of ring-like or harmonic accretion in the equatorial plane (discussed in section
3.3 and 3.4). 3): in projection, we used a ‘synthetic’ halo to look at the distribution of satellites detected with ADAPTAHOP and at the orientation of their spin
around the direction of the spin. In projection, satellites lie preferentially in the projected equatorial plane (discussed in section 5.1). 4): We measured the angle
between the halo’s spin and the orbital momentum of each satellite. The orbital momentum of satellites is preferentially aligned with the spin of their hosting
core (discussed in section 4.1). 5): We compared the orientation of each satellite velocity vector (in the core’s rest frame) with the orientation of their own
spin. The velocity vector of satellites (in the core’s rest frame) is orthogonal to the direction of their spin (discussed in section 4.2). 6): In the equatorial plane,
the projected orientation of satellites is more ’radial’, while near the direction of the spin a ’circular’ conguration of orientation seems to emerge (discussed
in section 5.2).
flows of structures, where satellites and haloes are accreted along
the main direction of filaments with their spins orthogonal to this
preferential direction. The flow along filaments also explains why
the matter is accreted preferentially in the equatorial plane at the
virial radius. The halo points its spin perpendicular to the flow and
sees a larger flux in the regions normal to the flow direction, i.e.
near the equator. Thus, it appears that the existence of preferen-
tial directions on large scales is still relevant on galactic scales and
should have consequences for the inner dynamics of the halo.
We addressed the issue of observing these alignments in projec-
tion.
• The distribution of satellites projected onto the sky is flattened,
with an axis ratio of 1.1 at the virial radius.
• It seems that the orientation of satellites around their haloes
is not random, even if the two dimensional representation dilutes
the effects of alignments. The ‘radial’ orientation, where the satel-
lites main axis is aligned with the line joining the satellite to the
halo centre, is ∼ 5% more frequent than the one expected in a
completely random distribution of orientation. The ‘circular’ con-
figuration, where the satellites main axis is perpendicular to the line
joining the satellite to the halo centre, is also present in excess com-
pared to an random distribution near the pole of the host galaxy.
All corresponding fits are summarized in Table 1 and 2, while Fig.
16 gives a schematic view of the measurements we carried out.
We investigated how the self-consistent dynamical response
of the halo would propagate anisotropic infall down to galac-
tic scales. In particular we gave the corresponding polarisation
operator in the context of an opened system. We have shown
in appendix A that accounting for dark matter infall required
the knowledge of the first three moments of the flux densities,
$ρ(Ω, τ), $ρv(Ω, τ), $ρσiσj (Ω, τ).
It is suggested that the existence of a preferential plane of ac-
cretion of matter, and thus of angular momentum, should have an
influence on warp generation and disk thickening. If the anisotropic
properties of infalling matter measured in the outer parts of haloes
are conserved in the inner region of galaxies, there may exist a ’typ-
ical’ warp amplitude and this anisotropic accretion of matter may
explain the properties of warp line of nodes. In the same spirit, the
efficiency of the thickening of the disk may be enhanced or reduced
by equatorial accretion. Finally, our finding of intrinsic alignments
on small scales as well as specific orientations of structures should
be relevant for cosmic shear studies on wide and shallow surveys.
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7.2 Prospects
The main purpose of our investigation was to provide quantitative
measurements of the level of anisotropy involved in the infall on
scales ∼ 500 kpc. The next step should clearly involve working
out quantitatively their implications for warp, disk heating etc... as
was discussed in section 6.
Our measurements were carried out at R200, which on galac-
tic scales is a long way from the inner region of the galaxy. One
should clearly propagate the infall (and its anisotropy) towards the
centre of the galaxy, and more radial infalling components will
play a more important role and should be weighted accordingly.
It should also be stressed that we did not take into account the extra
polarisation induced by the presence of an embedded disk, which
will undoubtedly reinforce the polarisation and the anisotropy of
the infall. We also concentrated on mass accretion, as the lowest
order moment of the underlying “fluid” dynamics. Clearly higher
moments involving the anisotropically accreted momentum, the ki-
netic energy etc. are dynamically relevant for the evolution of the
central object as is discussed in section 6 and in the appendix. The
time evolution of the statistics of these flux densities is also es-
sential for the inner dynamic of the halo and should be addressed
systematically as well. It will be worthwhile to explore different
cosmologies and their implications on small scale dynamics, and
on the characteristics of infalling clumps, though we hope that the
qualitative results sketched here should persist.
It should be emphasized that some aspects of the present work
are exploratory only, in that the resolution achieved (Mhalo >
5 · 1012M¯) is somewhat high for L? galaxies. In fact, it would
be interesting to see if the properties of infall changes for lower
mass (Mhalo < 5 · 1010M¯) together with the intrinsic proper-
ties of galaxies. In addition a systematic study of biases induced by
the estimators of angular correlations should be conducted, e.g. the
mass weighted errors we introduced in section 3.2.
Observationaly, the synthetic halo described in section 5.1
could be compared to stacked satellite distributions relying on
galactic surveys such as the SDSS. Once the anisotropy has been
propagated to the inner regions of the galactic halo following the
method sketched in section 6, we should be in a position to com-
pile a synthetic edge-on galactic disk and compare the flaring of
the disk with the corresponding predictions. The residual preferred
orientation of galactic disks around more massive objects discussed
in section 5.2 should be observed on the scales 6 500kpc.
Using larger simulations will allow us to combine high resolu-
tion with the statistics required to detect the anisotropic accretion of
mass and angular momentum. A wide range of halo masses will be-
come accessible and the halo mass dependency of our findings will
be constrained without suffering from the lack of statistics. Better
angle determinations will naturally follow from a better resolution
and will improve the accuracy of our quantitative results. Resimu-
lations (zoom simulations) should give access to a larger range of
satellite masses, while we were here mostly sensitive to the biggest
substructures. Large infalling objects are likely to feel differently
the effects of tidal forces or dynamical friction than smaller satel-
lites. Resimulated haloes allow us to investigate the dependency on
the spatial distribution of satellites with their masses correspond-
ing to a given cosmological environment. However using only a
few resimulations may not be sufficient to overcome cosmic vari-
ance and, given the difficulty to produce a large number of high
resolution haloes, such a project remains challenging.
The inclusion of gas physics in these simulations and their
impact on the results is the natural following step. For example,
gas filaments are known to be narrower than dark matter filaments,
thus we expect to see a higher level of anisotropy in the distribu-
tion of accreted gas by the haloes. Furthermore, the transmission
of angular momentum from one parcel of gas to another (or to the
underlying dark matter) may be highly effective and would lead
to higher homogeneity of the properties of the accreted angular
momentum direction, enhancing the effect of spin alignments. The
loss of angular momentum from the gaz to the halo will lead to a
modification of our pure dark matter findings. Yet, the inclusion of
gas physics in simulations would force us to address issues such as
the over-cooling, the requirement to take star formation and related
feedback processes into account. It remains that in the longer term,
the inclusion of gas physics cannot be avoided and will give new
insights into the anisotropic accretion of matter by haloes.
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APPENDIX A: LINEAR RESPONSE OF A SPHERICAL HALO TO INFALLING DARK MATTER FLUXES
In the following section, we extend to open spherical stellar systems the formalism developed by Tremaine & Weinberg (1984) and e.g.
Murali (1999) by adding a source term to the collisionless Boltzmann equation.1 For an open system, the dark matter dynamics within the
R200 sphere is governed by the collisionless Boltzmann equation coupled with the Poisson equation:
dF
dt
≡ ∂F
∂t
+ {F,H} = se(r,v, t), and ∇2Ψ = 4piG
∫
d3vF (v). (A1)
where { } is the standard Poisson bracket, F (r,v, t) is the system’s distribution function submitted to Ψ(r, t), the total gravitational potential
(self-gravity + external perturbation). The r.h.s. of (A1) is non-zero because of infalling fluxes from the environment which require adding a
source term, se(r,v, t), to the Vlazov equation. We may now discriminate between a stationary part corresponding to the unperturbed state
from a weak time-dependent perturbation induced by the environnement. Thus the DF can be written as F = F0 + f . Provided the mass
of the incoming flux of dark matter is small compared to the mass of the halo, we may assume that f is small compared to F0. Similarly,
the Hamiltonian H of the system can be expanded as H0 + ∆H , with ∆H = ψe + ψ where ψe and ψ stand respectively for the external
perturbative potential and for the small response in potential of the open system.
A1 The Boltzmann equation in action-angle
Given the periodicity of the system, the most adequate representation of a spherical halo corresponds to action-angle variables (Goldstein
(1950)). The linearized Boltzmann equation in such a representation is:
∂fk(I, t)
∂t
+ ık · ωfk(I, t) = ık · dF0
dI
∆Hk(I, t) + s
e
k(I, t). (A2)
The new variables are the actions I and the angles w together with the angular rates ω ≡ dw/dt. In equation A2 we have Fourier expanded
the linearized equation A1 over the periodic angles:
X(r,v, t) =
∑
k
Xk(I, t) exp (ık ·w), with Xk(I, t) = 1
(2pi)3
∫
d3w exp(−ık ·w)X(r,v, t), (A3)
where X is any function of (r,v, t) with k being the Fourier triple index corresponding to the three degrees of freedom on the sphere. The
equilibrium state F0 does not depend on time nor angles since it is assumed to be stationary. Then the solution to (A2) can be written as:
fk(I, t) =
∫ t
−∞
dτ exp(ık · ω(τ − t))
[
ık · dF0
dI
[ψk(I, τ) + ψ
e
k(I, τ)] + s
e
k(I, τ)
]
, (A4)
where we have written ∆Hk(I, τ) = ψk(I, τ) + ψek(I, τ). We can integrate (A4) over velocities and sum over k to recover the density
perturbation:
ρ(r, t) =
∑
k
∫ t
−∞
dτ
∫
d3v
(
exp(ık · ω(τ − t) + ık ·w)
[
ık · dF0
dI
[ψk(I, τ) + ψ
e
k(I, τ)] + s
e
k(I, τ)
])
. (A5)
Let us expand the potential and the density over a bi-orthogonal complete basis function {ψ [n], ρ[n]}such that
ψ(r, t) =
∑
n
an(t)ψ
[n](r) ; ρ(r, t) =
∑
n
an(t)ρ
[n](r) ; ∇2ψ[n] = 4piGρ[n] ;
∫
d3rψ[n]∗(r)ρ[p](r) = δnp . (A6)
The external potential can be expanded along the same basis as:
ψe(r, t) =
∑
n
bn(t)ψ
[n](r). (A7)
Note that in Eq. (A6) the expansion runs over a triple index n ≡ (n, `,m) corresponding to the radial, azimuthal and alt-azimuthal degrees
of freedom, while in Eq. (A6) the three coefficients are not independent since the radial variation of the external potential is fixed by its
boundary value on the sphere R200. Making use of the biorthogonality, multiplying (A5) by ψ[p]∗(r) for some given p and integrating over
r yields:
ap(t) =
∑
k
∫ t
−∞
dτ
∫ ∫
d3vd3r exp(ık · ω(τ − t) + ık ·w)ψ[p]∗(r)
[∑
n
ık · dF0
dI
[an(τ) + bn(τ)]ψ
[n]
k (I) + s
e
k(I, τ)
]
(A8)
1 This is formally equivalent to summing the response of the halo to a point-like particle for all entering particles.
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A2 Self-consistency of the response
We may now swap from position-velocity to angle-action variables since d3vd3r = d3wd3I. In (A8) only ψ[p](r) depends on w so we may
carry the w integration over ψ[p]∗, yielding ψ[p]∗k (I) which leads to
ap(t) =
∑
k
∫ t
−∞
dτ
∫
d3I exp(ık · ω(τ − t))
[∑
n
ık · dF0
dI
[an(τ) + bn(τ)]ψ
[p]∗
k (I)ψ
[n]
k (I) + s
e
k(I, τ)ψ
[p]∗
k (I)
]
(A9)
Note that the last term of Eq. (A9) corresponds to the modulated potential along the unperturbed trajectories weighted by the number of
entering particles with (v,Ω) at time τ . This is expected since it just reflects the fact that could have linearly summed over all incoming indi-
vidual particles (since the interaction between particles in a collisionless fluid is purely gravitationnal). In this sense, this terms corresponds
to a ray tracing problem in a variable index medium. Note also that Eq. (A9) does not account for dynamical friction since we integrate over
the unperturbed trajectories. At this point, we expand the source term over a complete basis; this basis should also describe (known) velocity
space variations. We assume that such a basis φ[n](r,v) exists. We write:
se(r,v, t) =
∑
n
cn(t)φ
[n](r,v) so sek(I, τ) =
∑
n
cn(τ)σ
[n]e
k (I) where σ
[n]e
k (I) ≡
1
(2pi)3
∫
d3w exp(−ık ·w)φ[n](r,v). (A10)
Calling a(τ) = [a1(τ), · · · , an(τ)], b(τ) = [b1(τ), · · · , bn(τ)], c(τ) = [c1(τ), · · · , cn(τ)], and Θ(τ) the Heaviside function, we define
two tensors:
Kpn(τ) = (1−Θ(τ)) ·
∑
k
∫
d3I exp(ık · ωτ)ık · dF0
dI
ψ
[p]∗
k (I)ψ
[n]
k (I), (A11)
which depends only on the halo equilibrium state via F0 and
Hpn(τ) = (1−Θ(τ)) ·
∑
k
∫
d3I exp(ık · ωτ)σ[n]ek (I)ψ[p]∗k (I), (A12)
which depends only on the expansion basis, equation (A9) becomes:
a(t) =
∫ ∞
−∞
dτ {K(τ − t) · [a(τ) + b(τ)] + H(τ − t) · c(τ)} . (A13)
We now perform a Fourier transform with respect to time, hence convolutions become multiplications and we get:
aˆ(p) = (I− Kˆ(p))−1 ·
[
Kˆ(p) · bˆ(p) + Hˆ(p) · cˆ(p)
]
, (A14)
where p stands for the frequency conjugate to time. The computation of the variance-covariance matrix is straightforward:
〈aˆ · aˆ∗>〉 = 〈(I− Kˆ)−1 ·
[
Kˆ · bˆ + Hˆ · cˆ
]
·
[
Kˆ · bˆ + Hˆ · cˆ
]>∗ · (I− Kˆ)−1∗>〉 , (A15)
where I the identity matrix. Note that 〈aˆ · aˆ∗>〉 involves autocorrelation like 〈bˆ · bˆ∗>〉 and 〈cˆ · cˆ∗>〉 but also cross correlation terms such
as 〈bˆ · cˆ∗>〉. In other words, recalling that b and c stand respectively for the expansion coeficients of the external potential, Eq. (A7), and
the parametrized velocity distribution, Eq. (A10), their cross-correlation will in fine modify the correlation of the response of the inner halo.
Two-points statistics are sufficient to caracterize stationnary perturbations and therefore the induced response. Nevertheless, higher statistics
of the response can be easily expressed in terms of higher order correlations of the pertubation if needed. For example, it can be shown
that the three-point correlation function of the response’s coefficients can be written as function of the two- and three-points correlation of
the perturbations’ coefficients. There are yet quite a few caveats involved; for instance, it is not completely clear today that we have a good
understanding of what the unperturbed distribution function of a halo+disk should be.
A3 The source term
A possible choice2 for the source term consistent with the first two velocity moments of the entering matter, involves constructing se(r,v, t)
in the following manner:
se(r,v, t) =
∑
m
Ym(Ω)
δD(r −R200) $ˆρ,m(t)(2pi)−3/2
det|$ˆρσiσj ,m(t)/$ˆρ,m(t)|
exp
[
−1
2
(
v − $ˆρv,m(t)
$ˆρ,m(t)
)> (
$ˆρσiσj ,m(t)
$ˆρ,m(t)
)−1(
v − $ˆρv,m(t)
$ˆρ,m(t)
)]
≡
∑
m
Ym(Ω)δD(r −R200)Cm(v, t) , (A16)
where m stands for the two harmonic number, (`,m) and Ym(Ω) ≡ Y m` (Ω). Here the Dirac function δD(r−R200) is introduced since we
measure the source terms at the virial radius. The global form is Gaussian and is constructed using $ˆρ,m, $ˆρv,m, $ˆρσiσj ,m, the harmonic
2 An alternative choice is made in Aubert & Pichon (2004) to account for the bimodality of the velocity distribution.
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components of respectively the mass flux density field, velocity flux density vector field and the specific kinetic energy flux density tensor
field measured on the R200 sphere. When taking the successive moment of this flux distribution over velocity, we get:∫
d3vse(r,v) = $ρ(r) ,
∫
d3vvse(r,v) = $ρv(r) , (A17)
while∫
d3v(vi − $ρv,i
$ρ
) (vj − $ρv,j
$ρ
)se(r,v) = $ρσiσj (r) +
(∑
m
Ym(Ω)δ(r −R200) $ˆρv,m(t)
2
$ˆρ,m(t)
− $ρv(r)
2
$ρ(r)
)
≈ $ρσiσj (r), (A18)
so that the Ansatz, Eq. (A16), satisfy the first two moments, and approximatively the third moment of the fluid equations. Let us now expand
Cm(v, t) over a linear complete basis, say b-splines covering the radial velocity component and spherical harmonics for the angle distribution
of the velocity vector:
Cm(v, t) =
∑
α
Cm,α(t)bα(v). (A19)
The particular choice of Eq. (A16) has led to the parametrisation:
cn(t) = Cm,α(t) and φ
[n](r,v) = bα(v)Ym(Ω)δD(r −R200) , (A20)
while Eq. (A10) becomes
σ
[n]e
k (I) =
1
(2pi)3
∫
d3w exp (−ık ·w)Ym[Ω(I,w)]bα(v[I,w])δD(r(I,w)−R200) . (A21)
Note that we can make use of the δD function occurring in Eq. (A21) since wr ≡ w˜r(r, I). Therefore Eq. (A21) reads:
σ
[n]e
k (I) =
∫
d2w
(2pi)3
∫
dwr exp (−ık ·w)Ym[Ω(I,w)]bα(v[I,w]) 1|∂w˜r/∂r|−1 δD(wr − w˜r[R200, I]) ,
=
∫
d2w
(2pi)3
exp (−ık ·w)Ym[Ω(I,w, w˜r[R200, I])]bα(v[I,w, w˜r(R200, I)]) ωr(I)|r˙(R200, I)| exp (−ıkr · w˜r[R200, I]) (A22)
In Eq. (A22) we sum over all intersections of the orbit I with the R200 sphere, at the radial phase corresponding to that intersection (with a
weight corresponding to ωr/|r˙|).
Given Eq. (A6), Eq. (A16), together with Eq. (A22), Eq. (A13) can be recast formally as
ρ(r, t) = R{F0, t, τ,Ω}
[
ψe(Ω, τ), $ρ(Ω, τ), $ρv(Ω, τ), $ρσiσj (Ω, τ)
]
(A23)
which corresponds to the form given in the main text in Equation 32. It should be emphasized once again that the splitting of the gravitationnal
field into two components, one outside of R200, and one inside, via point particles obeying the distribution se(r,v, t) is completely arbitrary
from the point of view of the dynamics. In fact, one should account that ψe(Ω, t) should be switched on long before any particles enter R200
since no particle is created at the boundary. This last constraint is clearly satisfied by our simulations.
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APPENDIX B: ADAPTAHOP: A SUBSTRUCTURE
FINDER BASED ON SADDLE POINT HANDLING
Dark matter haloes can contain a hierarchy of subhaloes, which
can be viewed as a tree of structures and sub-structures. Given a
mass resolution (a finite number of particles such as in our N -body
simulations), there is a limit to this hierarchy, which can be for-
malised as an ensemble of leaves in a tree. The goal here is to draw
this tree by applying the simplest principles of Morse theory (e.g.
Jost (2002)). Morse theory basically involves relating the topology
of an excursion, e.g., the regions of space with density above a
given threshold, ρ > ρt, to the set of critical points it contains,
{x,∇ρ(x) = 0}, and to the field lines connecting these points
together, i.e. the curves obtained by following the gradient of the
density field. In that approach, the smallest substructures, which
are the leaves of the tree, can be identified as peak patches, i.e. en-
sembles of field lines converging to the same local maximum. The
connectivity between substructures is ruled by the saddle points,
which are local maxima in the surfaces defining the contours of the
peak patches: from the knowledge of these saddle points and the
local maxima they connect, it is possible to extract the full tree of
structures (haloes) and sub-structures (subhaloes) in four steps:
(i) In order to eliminate, at least partly, the effects of Poisson
noise and to have an estimate of the local density as close as pos-
sible to a Morse function,3 while conserving as much as possible
details of the distribution, we perform adaptive smoothing of this
distribution with standard SPH technique (Smooth Particle Hydro-
dynamics, e.g. Monaghan (1992)). This smoothing assumes that
each particle is a smooth spherical cloud of given radius R, e.g. a
spline S(r). For each particle, the list of itsNSPH closest neighbors
is found, typically NSPH of a few tens (here we take NSPH = 64).
The distance from the furthest neighbor fixes R, while the SPH
density at the particle of interest is estimated by a summation over
its neighbors with weight S(r). To find rapidly the closest neigh-
bors of each particle, we use a standard Oct-tree algorithm, which
decomposes hierarchically space in subcells untill they contain zero
or one particle.
(ii) The leaves of the tree of structures and substructures are
identified while associating each particle to the peak patch it be-
longs to. This is performed by a simple walk from particle to parti-
cle, while following the gradient until convergence: at each step of
the walk, the SPH density of the particle is compared to its NHOP
closest neighbors (which were stored during the SPH smoothing
step), the particle for the next step of the walk being the one with
the largest SPH density. We take NHOP = 16, as advocated by
Eisenstein & Hut (1998).
(iii) For each leave of the tree, the connections with the other
leaves are created by searching the saddle points on the intersect-
ing surfaces Sij between peak patches i and j. Each surface Sij is
made of particles belonging to one of the peak patches and having
at least one of their closest neighbors among NHOP in the other
peak patch, and vice versa. If the set Sij contains only particles
belonging to i or only particles belonging to j, the connection be-
tween i and j is considered as non significant (because non sym-
metric) and eliminated, Sij = . Saddle points are local maxima in
Sij . To establish the connectivity as a function of a density thresh-
old, only the highest saddle point matters, when there are several.
3 i.e. a smooth function such that the ensemble of critical point is discrete
and the matrix of second derivatives in their neighborhood is non degener-
ate.
The search for this saddle point involves finding the maximum of
the SPH density among particles belonging to Sij . We proceed as
follows to estimate accurately the SPH density in Sij . For each par-
ticle A in Sij , say belonging to peak patch i and with density ρA,
we consider the list of its closest neigbors among NHOP belong-
ing to peak patch j, with density ρk, k = 1, · · · , Nj 6 NHOP.
The density associated to this particle in Sij is then given by
ρ = min(ρA, ρk). By applying this procedure, we locate accu-
rately Sij and avoid slight overestimation of the SPH density at the
saddle point.
(iv) It is possible to build the tree of structures and sub-
structures, when the list of neighboring leaves to which a given
leave is connected is given, as well as the corresponding saddle
points. This is performed recursively by increasing progressively
a threshold parameter, ρt, from an initial value, ρTH, correspond-
ing to the typical overdensity used to select galaxy haloes, here
called structures. A typical choice for ρTH is ρTH = 81, which
corresponds approximately to friend-of-friend haloes selected with
a linking paremeter b = 0.2 (e.g., Eisenstein & Hut (1998)). Sup-
pose we are at step n of the process and let us compute step n+ 1.
At this point, we are sitting on a branch of the tree –a structure
or a sub-structure– and we aim to draw the details of this branch.
This (sub-) structure contains a number of peak patches connected
by saddle points of densities ρs. For the considered value of ρt, the
connections inside that (sub-) structure are examined and destroyed
when ρs < ρt. The (sub-) structure is then broken into as many
components as necessary. During the process, the particles above
ρt belonging to each sub-component are tagged, which allows us
to determine at any time various properties of a given (sub-) struc-
ture, namely the number of particles it contains, its mass, its aver-
age and maximum SPH density, for possible application to various
morphological criterions of selection. One such criterion is Poisson
noise. In order to asses if a given sub-structure containing N par-
ticles should be considered as statistically significant compared to
Poisson noise, its average density must be sufficiently significant
compared to ρt:
〈ρ〉sub−structure > ρt
[
1 +
fPoisson√
N
]
, (B1)
where fPoisson is a “fPoissonσ” detection parameter, typically a few
unities. A good choice is fPoisson = 4. If the sub-structure is below
this threshold, it disappears, i.e. it is not considered in next step of
the recursion. At the end of the selection, two situations are possi-
ble: (i) two sub-structures or more are detected and new nodes are
created in the tree (ii) the (sub)-structure was not broken into mul-
tiple components and nothing happens at this step. The process is
then repeated on the new sub-structures by increasing locally the
threshold ρt:
ρt → ρt ×
[
1 +
fPoisson√
N
]
, (B2)
until there is only one peak patch in the (sub-)structure. Note that
the Poisson noise selection, eq. (B1) is not applied to the haloes,
when ρt = ρTH.
At the end of the process, one obtains a tree of structures and
sub-structures, where each node of the tree corresponding to a (sub-
)structure, with its position, its number of particles, is mean square
radius, its average and maximum SPH density, and the density ρs of
the highest saddle point which connects it to another substructure.
In addition, a flag is given to each particle. This flag is a pointer to
the node the closest possible to a leave (if not a leave), which allows
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one to find recursively the list of particles belonging to any (sub-
)structure and thus perform some more ellaborate post-treatement,
such as some relying on dynamical prescriptions (boundness). The
difficulty in that case is to estimate accuratly the gravitational po-
tential. Its computation can be rather costly, since “pealing” the
(sub-)haloes requires iterating several forward and backward walks
in the tree of structures and sub-structures with corresponding cal-
culations of the gravitational potential. Our prescription is there-
fore at the present time purely morphological and does not involve
the estimate of the gravitational potential. The current implemen-
tation is rather fast, most of the CPU time being taken by the SPH
smoothing, e.g. 1-3 hours on 16 millions particles on current fast
scalar processors.
Our algorithm is called ADAPTAHOP since we aim at im-
proving HOP (Eisenstein & Hut (1998)): the first two step above
are exactly the same as in HOP, but the last two are different. In-
deed, in HOP, the idea is to combine informations on the saddle
point densities, ρs, on the local maxima, ρmax, inside a connected
set of peak patches to decide whether it has to be broken into mul-
tiple disjoint haloes. The aim of HOP is indeed to improve stan-
dard friend-of-friend methods in order to obtain more compact and
spherical haloes. The goal of ADAPTAHOP is quite different since
it focuses on sub-structure detection.
In spirit, ADAPTAHOP is in fact very similar to the substruc-
ture finder of Springel (1999): SUBFIND (see also Springel et al.
(2001)). Of course, there is a major difference, since SUBFIND
has in addition a sophisticated dynamical prescription involving
exact calculation of the gravitationnal potential. Springel uses also
a slightly more elegant method to construct the tree of structures
and substructures prior to dynamical post-treatment. After step one
above, the idea is to rank the particles by decreasing density and
treat them in this order. Investigating the distribution of particules
is such a way is equivalent to examining isocontours of decreasing
density. It uses (as in ADAPTAHOP) the closests neighbors of a
particle to decide if the particle examined during the process (i) cre-
ates a new (sub-)structure since it is isolated (ii) belongs to an ex-
isting substructure or (iii) connects two substructures, which makes
the construction of the tree of structures and substructures much
simpler than in ADAPTAHOP and more accurate, since there no
need for using the threshold parameter ρt. In SUBFIND, no treat-
ment is made to account for the local Poisson noise: it is not nec-
essary because of the dynamical post-processing, which destroys
unbounded structures.
It is important to note that since ADAPTAHOP has no dynam-
ical post-treatment, it gives slightly different results compared to
SUBFIND in its present form. In particular, for a given sufficiently
massive dark matter halo , SUBFIND (Springel et al. (2001)) de-
scribes it in terms of a large, smooth central component, and a
bunch of much less massive sub-haloes. In ADAPTAHOP, the re-
sult is quite similar, except that the central component is much less
spatially extended (it is extended up to the isocontour level corre-
sponding to the saddle point connecting it to a sub-halo), and it is
therefore less massive.
Fig. B1 illustrates how well ADAPTAHOP performs in one of
the simulations we realized for this work, for the most massive halo
detected in this realization.
APPENDIX C: STATISTICS ON THE SPHERE
When dealing with spherical fields, there are different ways to char-
acterize their angular structure. In the present paper, we essentially
Figure B1. Illustration of the output of ADAPTAHOP for one of the simu-
lations of this work. A sphere of radius 5 Mpc centered on the most massive
halo is represented. In the upper pannel, the dark matter density is shown
using a logarithmic scale. Darker regions correspond to higher density con-
trasts. The lower pannel displays the detected subhaloes (i.e. the most el-
ementary structures corresponding to the peak patches or the leaves of the
tree). The size of the circle scales with M1/3, where M is the mass of the
subhalo. Most of the subhaloes seen on the gure belong to the most mas-
sive halo. Clearly, ADAPTAHOP is rather successfull at detecting all the
signicant substructures.
deal with centered statistics, i.e. we describe the angular structura-
tion of scalar or vector fields relative to a specific direction, defined
by the halo or satellite’s spin S. Let us first formally introduce fil-
tering on the sphere, statistical and angular averages, and present
one-point statistics (probability distribution functions) while post-
poning two-point statistics (correlation functions, or excess proba-
bility of joint events) to Aubert & Pichon (2004).
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C1 One point statistics
For any field, x, on the sphere, let us introduce the smoothed field,
(x)α (filtered on scale α) , as
(x)α(Ω) ≡ 1∫
Θα(Ω
′)dΩ′
∫
Θα(Ω
′ −Ω)x(Ω′)dΩ′ (C1)
≡
∫
wα(Ω−Ω′)x(Ω′)dΩ′, (C2)
where Θαstands for the top hat function,
Θα(Ω) = 1 if |ϑ| 6 α, (C3)
and wα is defined by C7 the standard top hat filter on the sphere.
Consider now the centered top-hat-filtered (on scale α) field,
[x]α, defined by
[x]α ≡ (x)α(pi
2
), (C4)
≡ 1∫
Θα(Ω
′)dΩ′
∫
Θα(ϑ
′ − pi/2)x(Ω′)dΩ′, (C5)
≡
∫
Wα(Ω
′)x(Ω′)dΩ′. (C6)
Note that Eq. (C6) defines Wα. Our filtering is now centred, in that
the average is carried on a window which is centred at the equatorial
plane (since we are in this paper interested in the polarisation of
accretion processes with respect to that plane). Let us also introduce
the average of x on the sphere, as
x¯ ≡ (x)pi/2 = 1∫
dΩ
∫
x(Ω)dΩ, (C7)
We may also for a given x define its contrast as
δx ≡ x
x¯
− 1. (C8)
Note that, in contrast to standard cosmology, we expect that x¯ 6=
〈x〉, (i.e. no ergodicity) since the angular average over one virial
sphere is not representative of the whole cosmological set, and
since 〈x〉 depends on ϑ whereas x¯ doesn’t. As a consequence,
〈δx〉 = 〈x
x¯
〉 − 1 6= 〈x〉〈x¯〉 − 1 .
Consider now the top-hat-filtered-centred flux density contrast,
[δ$]α, defined by
[δ$]α ≡ (δ$)α(pi/2) = 1
$¯
∫
Wα(Ω)$ dΩ− 1 . (C9)
Since by construction, [δ$]α, is a filtered version of δ$ , it inherits
some of it statistical properties. In particular, the PDF of δ$(pi/2)
and [δ$]α should be quite similar provided α is small enough.
In the main text, we consider the anisotropic parameter, δm ≡
[δρvr ]pi/8, which therefore corresponds formally to the centered
top-hat-smoothed (on scales of pi/8) mass flux density contrast.
Following the same spirit, we could also consider quantities such
as [δρvrv2 ]pi/8, which would measure the anisotropy in the accreted
kinetic energy: the excess of accreted kinetic energy should allow
us to track the excess of incoming virialised objects in the equa-
torial plane without performing their explicit identification. One
should also consider [δρvrL]pi/8, the anisotropy in the accreted mo-
mentum, since this quantity is directly related to the torque applied
onto the system by the infall. More generally still we could inves-
tigate (δ$)α(ϑ), the flux density contrast top-hat-smoothed on a
ring of size α centred on ϑ.
Note that we can think of the harmonic coefficients, am` in-
troduced in section 3.4 as a specific type of filtering, where the
window function, Wα, is replaced by an axisymmetric spherical
harmonic, Y 0` (Ω):
[δ$]` =
1
$¯
∫
Y 0?` (Ω)$(Ω) dΩ =
a0`
$¯
. (C10)
We can also write $¯ in terms of spherical harmonics:
$¯ ≡ 1
4pi
∫
$dΩ =
1√
4pi
∫
Y 0?0 (Ω)$dΩ =
a00√
4pi
. (C11)
Therefore we obtain :
[δ$]` =
a0`
sign(a00)
√
C0
, (C12)
whereC0 = |a00|2/4pi is the ` = 0 component of the angular power
spectrum C`.
Since a step function can be expanded along spherical har-
monics as
Θα(ϑ− pi
2
) =
∑
`
b`Y
0
` (ϑ, 0) ; (C13)
therefore, [δ$]α defined by Eq. C9 obeys
[δ$]α =
∑
`
b` [δ$]` − 1. (C14)
Taking x = ρvr for example, we have :
δ[ρvr ](ϑ, ϕ) =
∑
`,m
dm` Y
m
` (ϑ, ϕ) =
ρvr(ϑ, ϕ)
ρvr
− 1, (C15)
where
ρvr =
1
4pi
∫
dϑdϕρvr(ϑ, ϕ) sinϑ =
a00√
4pi
. (C16)
Since∫
dϑdϕY m` (ϑ, ϕ) sinϑ =
√
4piδl0δm0
(e.g. Varshalovich et al. (1988)), we find :
dm` = a˜
m
` −
√
4piδl0δm0. (C17)
We finally obtain :
δ[ρvr ](ϑ, ϕ) =
∑
`,m
a˜m` Y
m
` (ϑ, ϕ)− 1. (C18)
APPENDIX D: CONVERGENCE ISSUES
D1 Substructures & the haloe’s spin
For each tree of substructure-satellites, we computed the total spin
inside the mother structure, SM , and the momentum of each sub-
structure inside the mother structure, Ls. Then we compared the in-
ner satellites’ and the contribution of the core to the mother’s spin.
The comparison is only made on the components of the substruc-
tures momentum parallel to ~SM . The results are shown in Fig. D1.
We plotted the total contribution of satellites to the mother’s spin
versus the core’s contribution. From the barycenter of the distribu-
tion shown in Fig. D1, it appears that substructures contain about
80 % of the total host’s spin with a satellites contribution of 50%
c© 0000 RAS, MNRAS 000, 000000
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Figure D1. Comparison of the substructure’s and the core’s contribution to
the amplitude of the mother’s spin and to the mother’s mass. Top: Compar-
ison of the core’s contribution to the mother’s spin compared to the con-
tribution of all the satellites for each mother detected in our simulations.
Bottom: same comparison but for the core’s and satellites’ mass relative to
the mother’s total mass. In both gures, the symbol indicates the barycenter
of the cloud of points while the thick line’s slope is unity. While the total
mass is dominated by the core’s contribution, the mother’s spin is domi-
nated by satellites showing that their specic orbital momentum is more
important than that of the core.
and about 30 % for the core. The bottom panel shows the total con-
tribution of substructures to the mother’s mass versus the contribu-
tion of the core. As expected given the definition of the core, we
found that the relative proportion are almost reversed compared to
the previous plot. A core contains about half of the total mass while
satellites represent about 40% of the total mass. Clearly the specific
angular momentum is larger in satellites than in the core. The dis-
tance of satellites relative to the mother’s centre and their velocities
induce a ‘lever arm’ effect. Even if satellite remnants are light in
terms of mass they are important if not dominant for the spin of the
galactic system. This effect also suggests that the mother’s spin is
aligned with the orbital momentum of infalling satellites because
they determine the direction of the halo’s spin.
D2 the mass dependence of 〈δm〉
We measured the average excess of accretion 〈δm〉 ( see sec-
tion 3.3) for three different class of masses at redshift z=0: 5 ·
1012M¯ < m < 1.25 · 1013M¯, 1.25 · 1013M¯ < m <
2.5 · 1013M¯ and m > 2.5 · 1013M¯. Each class contains ap-
proximatively 16 500 haloes. The results are shown in Fig. D2. It
is found that 〈δm〉 increases with mass but does not change signif-
icantly even if the three classes cover different mass magnitudes.
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Figure D2. Comparison of 〈δm〉 for different classes of halo mass at z=0.
The error bars stand for the 3σ error. The thin lines separate the three classes
of mass: 5 · 1012M¯ < m < 1.25 · 1013M¯, 1.25 · 1013M¯ < m <
2.5 · 1013M¯ andm > 2.5 · 1013M¯. Each class contains 16500 haloes.
Consequently, no class of mass dominates when all the haloes are
being used in the computation of 〈δm〉.
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8
Statistique des environnements :
Me´thodologie
La propagation statistique des caracte´ristiques des environnements aux proprie´te´s
des halos impose de connaˆıtre les conditions limites auxquels ces derniers sont soumis.
L’approche de´veloppe´e dans ce chapitre consiste a` extraire ces conditions aux bords a`
partir des simulations de matie`re noire en re´pondant a` deux questions : quel est le champ
de mare´e typique auquel est soumis un halo? Quelles sont les proprie´te´s typiques du
mate´riau accre´te´ par les halos ? L’ambition est de parvenir a` une description statistique
de ces conditions limites en mettant a` profit le grand nombre de simulations a` disposition.
On se concentrera dans un premier temps sur la me´thodologie de la mesure. Les
e´tudes mentionne´es dans ce chapitre ont fait l’objet de la re´daction d’un article, non
encore soumis :Dynamical flows through Dark Matter haloes I : One and Two points
statistics at the Virial radius. En particulier, il sera largement fait mention aux figures
qui y sont contenues.
De l’environnement
Le terme environnement se doit d’eˆtre de´fini. Le halo perc¸oit ce dernier de deux
fac¸ons diffe´rentes : au travers du champ de mare´e qu’il ge´ne`re et au travers des flux de
matie`re qu’il induit.
Le calcul de perturbations induites par un champ de mare´e constitue un “classique”
des approches analytiques de la dynamique du halo (par exemple Tremaine & Wein-
berg (1984), Murali (1999), Seguin & Dupraz (1994)). Toutefois, ces e´tudes se sont
ge´ne´ralement limite´es a` des cas d’e´cole, tel un satellite lance´ sur une trajectoire ad hoc,
la croissance d’un disque ou l’effet d’une barre. Afin d’aller au dela` de ces conditions
limites “ide´alise´es”, l’un des objectifs de cette the`se est la caracte´risation du champ de
mare´e auquel sont soumis les halos forme´s au sein des simulations cosmologiques.
L’accre´tion constitue en revanche un concept dont la de´finition est moins univoque
que celle du champ mare´e externe. D’emble´e deux types d’accre´tion peuvent eˆtre dis-
tingue´s : le gain de masse d’un halo peut re´sulter de l’assimilation d’objets-satellites
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(processus de fusion) ou de l’accre´tion diffuse de mate´riel non auto-gravitant (processus
d’accre´tion diffuse). De fait, doit-on les traiter d’emble´e comme deux canaux diffe´rents
d’un meˆme processus ou a` l’inverse faire une e´tude a` posteriori de leurs contributions
relatives ? Il faut noter que la de´finitions de ces deux modes d’accre´tion n’est pas sans
ambigu¨ıte´. Ainsi, la de´finition meˆme d’un satellite dans une simulation n’est pas des
plus e´videntes et a donne´ lieu aux de´veloppement de multiples outils plus ou moins
sophistique´s (par ex. ADAPTAHOP (Aubert et al. (2004)), MPLAMP (Gill et al.
(2004)), SUBFIND (Springel et al. (2001))). La notion d’accre´tion diffuse est quant
a` elle de´pendante de la re´solution des simulations, plac¸ant un seuil arbitraire sur la taille
minimale des objets. Compte tenu de ces ambigu¨ıte´s, les deux types d’accre´tion sont
conside´re´es ensemble dans ce chapitre, via une description sous forme de champ, tel
un fluide de matie`re noire, dont la source est de´tecte´e aux limites des halos dans les
simulations. Objets et accre´tion diffuse se retrouvent meˆle´s dans cette description et
constituent deux “phases” diffe´rentes de ce fluide.
Cette description est apparente´e a` celle utilise´e mode`les analytiques et semi-analy-
tiques de formation des galaxies (e.g. Kauffmann et al. (1993), Hatton et al. (2003),
Roukema et al. (1997), Benson et al. (2001)) et dont le principe fondamental repose
sur la construction d’arbres de fusions des halos. L’approche fluide applique´e ici au
terme source permet d’ajouter une information spatiale et cine´matique a` la description
de l’accre´tion de matie`re, cette connaissance e´tant fondamentale pour l’e´tude de leurs
re´ponses dynamiques. De telles e´tudes sur la distribution de matie`re autour des halos
ont de´ja` e´te´ pratique´es dans les simulations, via des halos a` tre`s haute re´solution (e.g.
Knebe et al. (2004), Gill et al. (2004)) ou en identifiant les diffe´rents modes d’accre´tion
du gaz par les galaxies (e.g. Murali et al. (2002), Katz et al. (2003)). Dans l’approche
de´crite ici, l’adoption d’un point de vue halocentrique permet une application directe
des mesures des flux a` la dynamique du halo (voir le chapitre 2). De plus, elle permet de
limiter l’information contenue dans les simulations a` celle directement pertinente pour la
dynamique des objets : ce fluide “noir” combine´ au champ de mare´e constituent aux yeux
de la dynamique du halo la partie visible de l’environnement. Cette description des flux,
combine´e au grand nombre de halos disponibles dans les simulations (de´crites dans le
chapitre 5), doit enfin pouvoir apporter des contraintes quantitatives et statistiquement
significatives sur les interactions que subissent ces objet.
De la statistique
Une fac¸on habituelle de de´terminer la distribution statistique d’une quantite´ con-
siste a` estimer son espe´rance et sa variance, qui suffisent par exemple a` caracte´riser une
loi gaussienne. De fac¸on analogue, les travaux pre´sents chercheront typiquement a` car-
acte´riser les statistiques a` 1 et 2 points des champs de mare´e et du fluide “noir” afin d’en
de´gager les e´chelles caracte´ristiques1. Ces champs posse`dent des spe´cificite´s qui influent
sur la proce´dure de caracte´risation, parmi lesquelles :
• Les champs e´voluent au cours du temps. De fait, une partie des corre´lations
e´tudie´es sont spatio-temporelles et permettent de de´gager des temps de cohe´rence
du champ de mare´e ou de la source de matie`re. De plus, ces champs ne sont pas
stationnaires et pre´sentent une e´volution dite “se´culaire”.
1il faut noter qu’aucune hypothe`se de gaussianite´ n’est faite a` ce stade et que la caracte´risation des
deux premiers moments des distributions de ces champs constitue uniquement une premie`re e´tape
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• La source est une fonction a` 5 dimensions, deux de positions et trois de vitesse.
Ceci implique que sa caracte´risation statistique est tre`s complexe au vu du nombre
de corre´lations croise´es (comment la vitesse se corre`le avec la taille des structures
par exemple) qui doivent eˆtre contraintes.
• L’environnement est de´crit par deux champs diffe´rents (la source et le champ de
mare´e). Dans un souci de cohe´rence dynamique, il a e´te´ montre´ que les corre´lations
entre ces deux champs doivent aussi eˆtre mesure´es (voir le chapitre 2).
Ces spe´cificite´s font de la contrainte statistique des environnements une taˆche par-
ticulie`rement ardue a` imple´menter et a` effectuer. Une fac¸on simple de synthe´tiser la
grande quantite´ d’information a` contraindre consiste a` projeter les champs pertinents
sur une base de fonctions pavant l’espace des phases. Une telle projection permet, entre
autres, un de´couplage de l’e´volution temporelle des autres de´pendances et l’ensemble
des corre´lations se rame`nent a` des ope´rations simples. La mise de contrainte statistiques
s’effectue alors sur des coefficients de projection. C’est ce type d’approche qui a e´te´
adopte´e pour caracte´riser le “fluide noir” accre´te´ par les halos.
Apre`s cette bre`ve introduction sur les concepts d’environnement et de statistique, on
explicite dans la section suivante l’approche “fluide” consistant a` de´crire l’environnement
sous forme de champs. Suit ensuite le de´tail pratique de la mesure de ces champs a` partir
de simulations. Enfin, ce chapitre se cloˆt sur un “glossaire sphe´rique” de´crivant certains
outils propres aux mesures sur la sphe`re et dont il sera largement fait usage par la suite.
8.1 Une description de l’environnement en termes de champs
Le halo est de´crit comme un syste`me sphe´rique baignant dans un potentiel cre´e´ par
la distribution de matie`re environnante et qui accre`te (ou rejette) de la matie`re noire au
travers d’une sphe`re de rayon R. La dynamique d’un syste`me ouvert et non-collisionnel
est de´crite par l’e´quation de Poisson et l’e´quation de Boltzmann :
∆Ψ = 4piG
∫
dvF (r,v, t), (8.1)
∂F
∂t
+ v · ∂F
∂r
− ∂Ψ
∂r
∂F
∂v
= se(r,v, t), (8.2)
ou` F de´crit la fonction de distribution du halo dans l’espace des phases. Le potentiel
gravitationnel global, Ψ, inclut le potentiel cre´e´ par la matie`re externe au halo, ψe. La
quantite´ se(r,v, t) de´signe le terme source qui nourrit le halo par injection de mate´riel.
La matie`re est accre´te´e au travers d’une sphe`re de rayon R200 qui tient lieu d’interface
d’e´change et qui est de´fini dans la section suivante.
Le rayon de “Viriel” comme frontie`re
Une accre´tion ne se conc¸oit qu’au travers d’une “paroi” qui fait office d’interface
d’e´change entre le milieu e´tudie´ (le halo dans le cas pre´sent) et le milieu exte´rieur (le
milieu “inter-halo” ici). Dans ce manuscrit, l’accre´tion de matie`re est mesure´e au rayon
de Viriel R200. Cette quantite´ est de´finie comme le rayon a` l’inte´rieur duquel la densite´
moyenne est e´gale a` 200 fois la densite´ moyenne dans la simulation.
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Pratiquement, le rayon de Viriel d’un halo de matie`re noire est mesure´ en classant
les particules suivant leur distance au centre de masse et en associant a` chacune de ces
particules une densite´ interne moyenne. Compte tenu du nombre important de particules
par halo (au moins 1000 a` z=0), l’e´volution de cette densite´ interne avec la distance au
centre est suffisamment lisse pour que R200 soit de´termine´ pre´cise´ment.
Il a de´ja` e´te´ mentionne´ que l’appellation rayon de Viriel est a` priori abusive car tous
les halos posse`dent un tel rayon au vu de la fac¸on dont ce rayon est calcule´, et ceci,
qu’ils soient effectivement virie´lise´s ou non. Toutefois Tormen et al. (1997) ont montre´
que de fac¸on ge´ne´rale les halos sont effectivement plutoˆt a` l’e´quilibre a` l’inte´rieur de ce
rayon. Le halo est d’autant plus proche d’un vrai e´quilibre que celui-ci est peu perturbe´.
Compte tenu du re´gime de faible accre´tion dans lequel l’e´tude se place, il apparaˆıt que
R200 constitue une approximation raisonnable des limites du halo “virie´lise´”.
Le choix de ce rayon comme rayon de mesure est dans une certaine mesure arbitraire.
Toutefois, un rayon de mesure plus faible aurait place´ l’interface a` l’inte´rieur du halo
et la distinction entre la matie`re appartenant au halo et celle lui tombant dessus pour
la premie`re fois aurait e´te´ plus difficile. Ce rayon, se trouvant somme toute a` grande
distance (∼ 500 kpc pour une galaxie L∗), permet de limiter la contribution de la matie`re
du halo dans les mesures faites a` l’interface. Un rayon plus grand aurait ne´cessite´ de
traiter un volume de simulation plus important par halo et la contribution de satellites
“fly -by” (de passage) ou meˆme d’autre halos voisins se serait fait sentir, alors qu’ils ne
constituent pas a` proprement parler une accre´tion. Ce choix du rayon de Viriel R200
comme lieu de mesure, constitue un compromis permettant de mesurer l’accre´tion au
plus pre`s du halo tout en limitant la contribution dans les mesures de la matie`re interne.
Le terme source
Le terme source contient toute l’information sur la matie`re accre´te´e par le halo. La
quantite´ se est de´fini comme la fonction de distribution dans l’espace des phases qui est
advecte´e par le mate´riel accre´te´ :
se(r,v, t) ≡ vrfe(r,v, t)δDirac(r −R200). (8.3)
Cette de´finition re´sulte du besoin d’obtenir des e´quations de Jeans modifie´es qui soient
cohe´rentes. Ainsi, l’inte´gration de l’e´quation de Boltzmann sur les vitesses conduit a`
l’e´quation de conservation de la masse (cf. par exemple Binney & Tremaine (1987) ou
Mamon (2001)):
∂ρ
∂t
+∇(ρv) = −δDirac(r −R200)(ρvr)e(r, t). (8.4)
Le premier moment du terme source,
∫
dvse, conduit a` l’apparition d’un terme de flux
de masse supple´mentaire, (ρvr)e(r, t), au travers de la sphe`re frontie`re. De meˆme, le
second moment de l’e´quation de Boltzmann conduit a` l’e´quation d’Euler :
∂ρv
∂t
+∇(ρvv) = −δDirac(r −R200)(ρvrv)e(r, t). (8.5)
Le second moment du terme source conduit a` l’apparition d’un terme de flux de moment
supple´mentaire dans le deuxie`me membre de l’e´quation de Jeans. Ces termes dans le
second membre posse`dent la forme attendue, ou` le terme source se traduit a` chaque fois
par une contribution supple´mentaire au moment conside´re´ de la fonction de distribution.
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Ce terme source est de´fini de fac¸on continue dans l’espace des phases, sous la forme d’un
champ a` 5 dimensions, se(Ω,v, t), ou` Ω de´signe une direction sur la sphe`re de Viriel.
le potentiel exte´rieur
De fac¸on plus classique, le potentiel exte´rieur, ψe(r, t), trace les forces de mare´es
exerce´es par le milieu exte´rieur sur le halo. Ce potentiel est cre´e par la disposition a`
grande e´chelle de la matie`re ainsi que par le passage a` distance de satellites ou de halos
voisins. Bien qu’e´tant par essence tridimensionnel, le potentiel dans le halo cre´e´ par
la matie`re externe est comple`tement de´crit par la mesure de ψe(Ω, t) sur la sphe`re du
Viriel (en vertu du the´ore`me de Gauss). Le potentiel exte´rieur n’est pas a` proprement
parler un fluide, mais sa description sous la forme d’un champ de mare´e sur la sphe`re
de Viriel est analogue a` la description fluide du terme source.
8.2 Des simulations a` une mesure de l’environnement
La donne´e des deux champs se et ψe permet de de´crire comple`tement les inter-
actions d’un halo avec son environnement. La mise de contrainte sur les conditions
aux bords des halos consiste a` caracte´riser statistiquement ces deux champs : valeurs
moyennes, moments d’ordres deux (corre´lations est cross-corre´lations), voire moment
d’ordre supe´rieurs. A cette fin, les deux champs ψe(Ω, t) et se(Ω,v, t) doivent dans un
premier temps eˆtre mesure´s a` partir des halos de´tecte´s dans les simulations. Dans un
second temps, les caracte´ristiques statistiques de ces champs sont contraintes en profi-
tant du grand nombre de re´alisations d’environnements, via une projection sur une base
de fonction approprie´e.
L’algorithme HOP extrait les halos des simulations. Pour chaque halo de´tecte´ a`
redshift z = 0, le rayon de “Viriel” R200 est mesure´, ainsi que la vitesse circulaire V200 a`
ce rayon. La sphe`re de rayon R200 tient lieu d’interface entre le halo et le milieu externe,
au travers de laquelle l’accre´tion s’effectue et sur laquelle le potentiel sera mesure´.
Toutes les mesures se font en coordonne´es physiques et non comobiles, afin de sim-
plifier les applications futures sur la dynamique interne du halo, sachant que ces e´tudes
sur la dynamique galactique (au sens large) se font habituellement hors expansion.
De plus, la sphe`re du Viriel est maintenue rigide au cours du temps. En particulier,
la valeur de R200 n’est pas actualise´e en remontant le cours de l’e´volution du halo et
doit s’entendre au sens de R200 a` z = 0. Pour un halo dont la masse augmente au
cours du temps, ceci implique que le rayon de mesure tend a` eˆtre plus grand que le
R200 effectif. Ne´anmoins, le choix d’un R200 non statique ne´cessiterait de prendre en
compte un flux inertiel, induit non pas par l’accre´tion mais par le de´placement de la
frontie`re ou` se fait la mesure. Toutefois, ce choix de rayon de Viriel constant constitue
une approximation raisonnable : la variation entre z = 1et z = 0 du rayon de Viriel
comobile est majoritairement infe´rieure a` 30% (voir la figure 2 de l’article ci-joint).
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8.2.1 Terme source
L’histoire d’accre´tion du halo est reconstruite en remontant le temps en suivant le
plus gros proge´niteur (PGP) du halo final et ceci a` chaque pas de temps. Le sphe`re
de rayon R200 est centre´e sur le centre de masse du PGP. Les vitesses des particules
sont mesure´es par rapport a` la vitesse moyenne du PGP. Les particules se trouvant a`
l’inte´rieur de la sphe`re de Viriel au redshift zn sont identifie´es et compare´es aux partic-
ules se trouvant a` l’inte´rieur au redshift zn+1. Les positions-vitesses des particules ayant
traverse´ la sphe`re de Viriel entre les deux pas de temps sont stocke´es.
Effets d’e´chantillonage temporel
Notons que les sorties des simulations cosmologiques ne sont ge´ne´ralement pas es-
pace´es re´gulie`rement dans le temps. Or, la mesure d’une quantite´ lie´e a` la source a`
chacun de ces pas de temps peut eˆtre alte´re´e par un e´chantillonnage non re´gulier. Par
exemple, si l’on suit au cours du temps un objet passant au travers de la sphe`re, l’e´chelle
angulaire associe´e a` cet objet va eˆtre de´pendante de l’e´chantillonnage temporel. Ainsi,
si le pas d’e´chantillonage est plus grand que le temps de passage d’une structure au
travers de la sphe`re, celle-ci va apparaˆıtre comme projete´e sur la sphe`re et pre´senter
une taille caracte´ristique supe´rieure a` celle obtenue pour un e´chantillonage plus fin (voir
aussi la figure 8.1 et la figure 4 de l’article ci-joint). Un cas extreˆme consisterait en un
pas d’e´chantillonage suffisamment long pour qu’il y ait confusion entre deux structures
passant successivement dans la meˆme direction au travers de la sphe`re. Ceci implique
que le terme source tel qu’il est mesure´ dans les simulations doit eˆtre re´e´chantillonne´
re´gulie`rement en temps.
Interpolation
La re´solution temporelle lie´e aux instantane´s des simulations e´tant finie, il est im-
possible d’avoir acce`s a` l’instant exact de traverse´e t200 d’une particule au travers de la
sphe`re de Viriel. Le temps de passage est obtenu en interpolant line´airement l’e´volution
de la distance au centre r entre deux redshifts :
t200 = t(zn) +
t(zn+1)− t(zn)
r(zn+1)− r(zn) × (R200 − r(zn)). (8.6)
De meˆme, les positions r200 et vitesses v200 de la particule a` cet instant de passage
sont interpole´es line´airement. Ce type d’interpolation constitue clairement une approx-
imation. En particulier, elle suppose que le mouvement est purement balistique (i.e. a`
vitesse constante) et radial, deux hypothe`se qui ne sont pas rigoureusement exactes.
Ne´anmoins, l’e´chantillonage des simulations est suffisamment fin pour que l’effet de
l’interpolation soit faible. De plus, cette interpolation n’introduit pas de vitesses “anor-
males” la` ou` d’autres sche´mas d’interpolations attribuent des vitesses radiales positives
a` des particules de´tecte´es comme entrantes (cf. la figure 3 de l’article ci-joint). Enfin,
l’hypothe`se de vitesses a` forte tendance radiale sera ve´rifie´e a` posteriori. En re´sume´, le
sche´ma d’interpolation pre´ce´dent a e´te´ conserve´ par souci de simplicite´ et les mesures
faites sur la sphe`res ne semblent pas indiquer de relicats dus a` cette fac¸on de proce´der.
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Connaissant l’instant de passage au travers de la sphe`re de chaque particule, le
re´e´chantillonage re´gulier peut eˆtre effectue´. Aucun a` priori ferme ne peut eˆtre pose´e sur
la bonne taille de pas de temps et l’e´chantillonage choisi est en grande partie arbitraire.
Pratiquement, l’e´chantillonage retenu fut de 15 pas de temps re´gulie`rement espace´s entre
z = 0 et z = 1 (voir la figure 8.2), tous les ∼ 500 Myrs. Cet e´chantillonage particulier
est suffisamment fin tout en permettant a` suffisamment de particules d’eˆtre accre´te´es
entre deux pas de temps au travers de la sphe`re, limitant ainsi le bruit d’e´chantillonage.
Construction du terme source
Bien que dore´navant re´gulier, l’e´chantillonage temporel est toujours de re´solution
finie. Pour cette raison, le terme source effectivement mesure´ a` zn+1/2 est moyenne´
entre zn et zn+1 :
se(Ω,v, zn+1/2) =
1
∆T
∫ t(zn+1)
t(zn)
dtse(Ω,v, t). (8.7)
Ces pre´cautions sur l’e´chantillonage temporel e´tant prises, le terme source est approxime´
par :
se(Ω,v, zn+1/2) ∼
1
R2200∆T
∑
i
δD(v − vi)
v2
δD(Ω−Ωi)
sinΩ1
δD(Γ− Γi)
sin Γ1
wi, (8.8)
ou` l’indice i de´crit les particules passant au travers de la sphe`re entre les redshifts zn
et zn+1, se´pare´s de ∆T en temps. Le poids wi d’une particule est de +1 si celle-ci
rentre a` l’inte´rieur de la sphe`re et de −1 si celle-ci est sortante. Par conse´quent, les
diffe´rents flux qui peuvent eˆtre extraits de se doivent eˆtre entendus comme des flux nets.
Par exemple, deux particules localise´es en un meˆme point de la sphe`re de Viriel, mais
ayant des poids oppose´s, auront une contribution nulle a` la densite´ de flux mesure´e a`
R200. Ce cas de figure reste ne´anmoins exceptionnel et l’utilisation d’une source nette
ne devient critique que lorsque la fraction de matie`re e´jecte´e n’est plus ne´gligeable et
que l’on marginalise fortement la fonction source (par exemple en moyennant sur toute
les positions et orientations de la vitesse).
Les fonctions δD sont des fonctions de Dirac, ce qui implique que les particules des
simulations sont assimile´es a` des points dans l’espace des phases. Cette repre´sentation
constitue une approximation d’un point de vue physique (une particule posse`de une
masse qui n’est clairement pas re´ductible a` un point) mais e´galement d’un point de vue
de la “cohe´rence nume´rique” car le potentiel des particules est lisse´ lors de l’inte´gration
cosmologique. Ceci implique que la contribution des petites e´chelles tend a` eˆtre sures-
time´e dans la mesure du terme source. Cette description ponctuelle a e´te´ conserve´e
par simplicite´, tout en gardant a` l’esprit que les particules de matie`re noire ne sont pas
rigoureusement des masses ponctuelles.
8.2.2 Potentiel exte´rieur
La mesure du potentiel exte´rieur au halo est plus simple que celle du terme source. La
quantite´ ψe(r) est mesure´e directement a` partir de la position des particules se trouvant
dans une sphe`re de rayon physique e´gal a` 4 Mpc, tout en ayant une distance au centre,
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Figure 8.1: Effet d’e´chantillonage sur la taille caracte´ristique des structures. Un
e´chantillonnage temporel tre`s espace´ est e´quivalent a` conside´rer les particules
dans une coquille e´paisse, un e´chantillonage fin est e´quivalent a` une coquille
fine. A gauche, une vue projete´e d’une ellipse passant au travers de la sphe`re
de Viriel, a` droite, la projection sur la sphe`re de la fraction de l’ellipse se
trouvant dans la coquille. En haut l’e´chantillonage temporel est a` plus faible
re´solution que pour le cas pre´sente´ en bas.
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Figure 8.2: Redshift en fonction du temps (exprime´ en milliards d’anne´es). Les points
symbolisent l’e´chantillonage original des simulations. Les traits en tirete´s
montre l’e´chantillonnage re´gulier en temps qui a e´te´ retenu pour la mesure du
potentiel et du terme source. Les trois derniers pas de temps sure´chantillonne
la distribution originale des instantane´s, et ont e´te´ moyenne´s dans l’ensemble
des re´sultats suivants.
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ri(t), supe´rieure a` R200 :
ψe(r, t) =
N∑
i
ψp(r, ri(t)). (8.9)
L’indice i de´signe une particule re´pondant aux crite`res de distance. Le potentiel d’une
particule est celui d’une masse ponctuelle en ψp(ri(t)) ∼ 1/r et ceci constitue a` nouveau
une approximation du ve´ritable potentiel utilise´ lors de l’inte´gration. Toutefois au vu des
distances conside´re´es et compte tenu que le potentiel est par nature une fonction lisse,
la masse ponctuelle constitue une approximation raisonnable. L’e´chantillonage temporel
en z est le meˆme que celui utilise´ pour le terme source et les positions des particules
externes a` ces instants sont de´duites par interpolation en suivant la meˆme proce´dure que
pour se(Ω,v, t). Il est a` noter que le volume de simulation traite´ par halo est important.
Par conse´quent, bien que conceptuellement plus simples que pour le terme source, les
calculs de potentiels restent des ope´rations couˆteuses en temps de calculs. Les passage
du potentiel tridimensionnel ψe(r, t) au potentiel sur la sphe`re ψe(Ω, t) est explique´ dans
la section suivante.
8.3 Projections de la source et du potentiel
La description fluides des quantite´ ψe(Ω, t) et se(Ω,v, t) conduit naturellement a` une
description en terme de projection sur des bases de fonctions. L’information statistique
contenue dans le grand nombre de re´alisations d’environnements se trouve naturellement
compresse´e sous la forme de coefficients :
se(Ω,v, t) =
∑
n
cn(t)φ[n](Ω,v), (8.10)
ψe(Ω, t) =
∑
n
bn(t)ψ[n](Ω). (8.11)
Les bases φ[n](Ω,v) et ψ[n](Ω) e´tant donne´es, la description statistique du terme source
et du potentiel exte´rieur se re´sume a` la description statistique des coefficients cn(t) et
bn(t), qui de´pendent uniquement du temps. Les bases de projection choisies sont :
φ[n](Ω,v) = Y`m(Ω)Y`′m′(Γ)gα(v), (8.12)
ψ[n](Ω) = Y`m(Ω). (8.13)
Les harmoniques sphe´riques Y`m(Ω) constituent la base naturelle de projection des
de´pendances spatiales des champs sphe´riques φ[n](Ω,v) et ψ[n](Ω). De la meˆme fac¸on,
le vecteur vitesse v est de´crit dans une repre´sentation sphe´rique (v,Γ1,Γ2), ou` v de´signe
l’amplitude de la vitesse et (Γ1,Γ2) de´signent les deux angles de´finissant la direction du
vecteur (voir aussi la figure 1 de l’article ci-joint). La variation en angle Γ peut aussi
eˆtre de´crite en termes d’harmoniques sphe´riques tandis que la de´pendance en amplitude
est projete´e sur une base de 25 gaussiennes gα(v), re´gulie`rement espace´es entre v = 0
et v = 1.5 (en unite´ de vitesse circulaire), de moyennes µα et d’e´cart-type constant
σ = 0.03. Comme explique´ dans l’article ci-joint et dans le chapitre 2, la mise de con-
trainte statistique sur se et ψe revient a` caracte´riser les coefficients respectifs cn(t) et
bn(t).
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Pour le terme source, les coefficients cn(t) sont obtenus en combinant les e´quations
(8.10) et (8.8) :
c`,mα,`′,m′(t) =
(
G−1
N∑
i
wi
g(vi(t))Y ∗`m(Ωi(t))Y
∗
`′m′(Γi(t))
∆TR2200
)
, (8.14)
ou` Gαβ =
∫
dvv2gα(v)gβ(v) de´signe la matrice des produits de gaussiennes centre´e en
vα et vβ tandis que i de´signe les particules implique´es dans le calcul.
En plus de permettre un de´couplage entre le temps et l’espace des phases, les co-
efficients cn(t) permettent de retrouver les diffe´rents moments en vitesse ou en angles
a` partir des manipulations simples. Pour exemple, la de´composition en harmonique
sphe´rique du flux de masse $ρ(Ω, t) =
∫
dvse s’e´crit :
a`m(t) ≡
∫
dΩY ∗`m(Ω)$ρ(Ω, t) =
√
4pi
∑
α
(µ2α + σ
2)c`mα,0,0(t). (8.15)
D’autres exemples sont donne´s dans l’article ci-joint et dans son annexe, permettant de
retrouver a` partir de la connaissance de c(t):
• la densite´ de flux de masse $ρ(Ω, t),
• la densite´ de flux de moment $ρv(Ω, t),
• la densite´ de flux d’e´nergie $ρσ2(Ω, t),
• la distribution de vitesse ϕ(v, t),
• la distribution d’angles d’incidences ϑ(Γ1, t),
• le flux inte´gre´ de masse Φ(t).
A partir d’une mesure unique, toutes les mesures des diffe´rents moments peuvent se faire
a` posteriori, par manipulation des coefficients.
Pour le potentiel exte´rieur mesure´ sur la sphe`re, le calcul des coefficients bn(t) se fait
directement a` partir de la position des particules exte´rieures (Murali et Tremaine 1996):
b`m(t) = −4piGmp2`+ 1
∑
i
Y ∗`m(Ωi(t))
R`200
r`+1i (t)
, (8.16)
ou` i de´signe une particule, sa position e´tant de´finie par ri et Ωi et sa masse e´tant e´gale
a` mp. Le potentiel tridimensionnel ψe(r) a` l’inte´rieur de la sphe`re de Viriel est relie´ aux
coefficients b`m par :
ψe(r) =
∑
`m
b`mY`m(Ω)(
r
R200
)`, (8.17)
ou` r < R200. Un exemple de reconstruction du potentiel ψe(r = R200/2,Ω) a` partir de
la mesure des coefficients b`m est donne´ dans la figure 8.3. Les re´sidus de reconstruction
sont infe´rieur au pourcent pour `max = 20.
Connaissant la valeur de c`,mα,`′,m′(t) et b`m(t) pour chaque halo, l’objectif est de mettre
a` profit l’e´chantillon de halos pour en extraire les distributions de ces coefficients.
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Figure 8.3: Exemple de reconstruction du potentiel a` partir de l’e´quation (8.17). Les
coefficients b`m ont e´te´ calcule´s a` partir de la mesure du potentiel a` R200,
avec `max < 20, et permettent de reconstruire ψe(r = R200/2,Ω). En haut:
le potentiel mesure´ dans le halo (carte verte) et la reconstruction (contours
rouges). En bas : les re´sidus de la reconstruction. La reconstruction est
pre´cise a` mieux du pourcent.
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8.4 Glossaire sphe´rique
L’objectif de cette section est de de´finir et de de´crire les principales quantite´s inter-
venant dans la caracte´risation des champs ψe et se mesure´s sur la sphe`re.
Corre´lation angulaire
La fonction de corre´lation angulaire w(θ) permet de remonter aux e´chelles angulaires
caracte´ristiques d’un champ X(Ω, t) mesure´ sur la sphe`re. Par analogie avec le cas tri-
dimmensionnel, la fonction de corre´lation a` deux points est relie´e au spectre de puissance
angulaire CX` par (cf. par exemple Peebles (1993)):
w(θ, t) ≡ 〈X(Ω1, t)X(Ω2, t)〉 =
∑
`
(2`+ 1)C`(t)XP`(cos(θ)), (8.18)
ou` P` de´signe le polynoˆme de Legendre d’ordre `. Le champ sphe´rique est conside´re´
comme isotrope en premie`re approximation et la fonction de corre´lation a` deux points
ne de´pend par conse´quent que de la distance angulaire θ entre les points de positions Ω
et Ω+∆Ω .
Si l’on e´crit la de´composition en harmoniques sphe´riques du champ X comme:
X(Ω, t) =
∑
`m
x`m(t)Y`m(Ω), (8.19)
alors, le spectre de puissance angulaire du potentiel s’exprime en fonction des coefficients
x`m de´finis ci-dessus :
CX` =
1
4pi
1
2`+ 1
∑
m
|x`m|2, (8.20)
ou` l’on rappelle que l’e´chelle angulaire associe´e a` ` est pi/`. Pour le potentiel exte´rieur
ψe l’identification de b`m(t) a` x`m(t) est imme´diate, tandis que pour le terme source
se, le passage de c`mα`′m′(t) aux coefficients a`m(t) de la densite´ de flux de masse $ρ par
exemple, est donne´e par l’e´quation 42 de l’article ci-joint.
Quelques e´chelles angulaire ` ont une signification particulie`re ou posse`de une de´no-
mination spe´cifique dans le chapitre suivant. Une illustration de ces effets est donne´e
dans la figure 8.4. Ces e´chelles particulie`res correspondent aux harmoniques :
• ` = 0 : cette e´chelle angulaire correspond au monopoˆle sphe´rique. Ainsi, le coeffi-
cient x00 est directement relie´ a la valeur moyenne du champ X sur la sphe`re :
X¯ ≡ 1
4pi
∫
dΩX(Ω) =
x00√
4pi
. (8.21)
• ` = 1 : cette e´chelle est associe´e au dipoˆle du champ X(Ω). Les fluctuations a` cette
e´chelle sont associe´es a` des modes de “de´centrement”, typiquement induit par des
vitesses de de´placement global du re´fe´rentiel de mesure ou par un re´fe´rentiel non
centre´ sur la distribution environnante de matie`re. Les mesures e´tant pratique´es
dans le re´fe´rentiel du centre de masse se de´plac¸ant a` la vitesse moyenne du halo,
cette composante tend a` eˆtre ge´ne´ralement faible.
• ` = 2 : cette e´chelle est associe´e au quadrupoˆle du champ X(Ω). L’intersection
d’un ellipsoide avec une sphe`re tend a` induire un fort signal quadrupolaire, qui
ressort dans certaines des mesures suivantes, dont celle du potentiel ψe.
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Figure 8.4: Illustration des effets lie´s aux harmoniques d’ordres ` = 0 (en haut), ` = 1
(au milieu) et ` = 2 (en bas). Pour chacun des ordres sont repre´sente´s, la
position des particules en XY ainsi que le rayon de mesure en rouge (colonne
de gauche), la densite´ de points sur la sphe`re (colonne du milieu) et le spectre
de puissance C` associe´. Le mode ` = 0 trace le monopole. Le mode ` = 1 est
associe´ au de´centrement de la distribution de particules. Le mode ` = 2 est
lie´ a` l’intersection d’une distribution non sphe´rique avec la sphe`re de mesure.
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Figure 8.5: Exemples de fonctions de angulo-temporelles. Colonne de gauche : deux
exemples de matrice TX` (t, t + ∆t) avec ` = 3. Colonne de droite : les
deux fonctions de corre´lations angulo-temporelles we(∆Ω, t, t + ∆t) corre-
spondantes pour t = 10. Le temps de cohe´rence est donne´e par l’extension
du fuseau central dans la direction temporelle. Un temps de cohe´rence court
se traduit par une matrice TX` (t, t+∆t) fortement diagonale.
Corre´lation angulo temporelle
Pour des champs isotropes, il est raisonnable de penser que la corre´lation de deux
points appartenant a` deux champs X espace´s dans le temps ne de´pend que de la distance
angulaire θ entre les deux points et non de leur position absolue. Par conse´quent, pour
deux temps t et t+∆t, la corre´lation angulaire peut s’e´crire :
we(θ, t, t+∆t) ≡ 〈X(Ω1, t)X(Ω2, t+∆t)〉 =
∑
`
(2`+1)TX` (t, t+∆t)P`(cos(∆Ω)), (8.22)
ou` TX` (t, t+∆t) est de´fini par analogie comme un spectre de puissance angulaire a` deux
temps. On peut montrer que TX` (t, t+∆t) est relie´ aux coefficients x`,m via :
TX` (t, t+∆t) =
1
4pi
1
2`+ 1
∑
m
x`m(t)x∗`m(t+∆t). (8.23)
Pour un e´chantillonage temporel discret re´gulier, le spectre de puissance a` deux temps
TX` (t, t+∆t) est de´crit comme une matrice
[
TX`
]
ij
, ou` t = ti et t+∆t = tj . La diagonale
de cette matrice est le spectre de puissance angulaire “classique”, CX` (t). La distance
a` la diagonale d’un de ces e´le´ments de matrice refle`te la distance temporelle ∆T entre
deux mesures du potentiel sur la sphe`re.
De fac¸on intuitive, la corre´lation entre deux mesures du potentiel doit de´croˆıtre avec
la distance temporelle (dans le cas stationnaire) : deux champs espace´s d’une dure´e
infinie ont toutes les chances d’eˆtre comple`tement de´corre´le´s. En terme de matrice
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Figure 8.6: Illustration de l’effet de particule isole´e. Spectre de puissance de cartes a` un
seul pixel non nul, pour des cartes 50x50, 100x100, 200x200 et 400x400. Le
spectre de puissance d’un Dirac sur une carte sphe´rique est the´oriquement
constant.
TX` (t, t+∆t), l’amplitude de ces e´le´ments doit eˆtre d’autant plus forte que leur distance
a` la diagonale est faible. Une matrice TX` (t, t + ∆t) diagonale implique un temps de
cohe´rence faible pour l’e´chelle angulaire `. A l’inverse une matrice dont l’amplitude
des e´le´ments de´croˆıt lentement avec la distance a` la diagonale implique une cohe´rence
temporelle plus longue de l’e´chelle angulaire conside´re´e. Une illustration de cet effet est
donne´e dans la figure 8.5.
De´composition harmonique d’un Dirac
En repre´sentation sphe´rique, la fonction de Dirac repre´sentant un point localise´ en
Ωi s’e´crit :
δD(Ω−Ωi)
sin(Ω1)
. (8.24)
Le spectre de puissance d’un point sur la sphe`re est alors donne´ par :
CδD` =
1
(4pi)2
, (8.25)
ou` toutes les e´chelles contribuent e´galement aux fluctuations sur la sphe`re (voir aussi
la figure 8.6). Par la suite, certains spectres de puissance pre´senteront des effets de
plateau aux petites e´chelles. Ces spectres de puissance “constants” sont clairement les
marqueurs d’effets de re´solution induits par des particules isole´es sur la sphe`re.
Le principe de la mesure de se et ψe de´crit, reste a` l’appliquer a` des halos issus
de simulations. Notamment, la mesure des coefficients et leur manipulation sur un halo
typique fait l’objet d’une section (section 4) dans l’article ci-joint. Sur une autre e´chelle,
le chapitre suivant pre´sente les premie`res mesures du potentiel et du flux de masse sur
un grand nombre de simulations.
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Statistique des environnements : Mesures
dans les simulations
Le chapitre pre´ce´dent a de´crit la proce´dure de mesure du potentiel exte´rieur et du
terme source. La convergence statistique des caracte´ristiques de ces deux champs ne
peut se faire qu’a` l’aune d’un grand nombre de re´alisations d’environnement de halos,
d’ou` l’ambition de faire cette e´tude sur une quantite´ importante de simulations.
Une description de la source en terme de densite´s de flux
La description du terme source propose´e dans le chapitre 8 est tre`s ge´ne´rale, con-
duisant a` synthe´tiser une grande quantite´ d’information. Par conse´quent, le nombre de
coefficients c`,mα,`′,m′(t) a` de´terminer est tre`s important. Ainsi, la de´composition du terme
source sur plusieurs cas tests (voir par exemple l’annexe A ou la partie 3.4 de l’article
ci-joint), ont conduit a` conside´rer les ordres maximaux suivants pour les diffe´rents types
de projections :
• `max = 50 pour les angles Ω de´crivant les positions sur la sphe`re, i.e. 1326 coeffi-
cients a` calculer,
• `′max = 25 pour les angles Γ de´crivant l’orientation des vecteurs vitesse, i.e. 351
coefficients a` calculer,
• αmax = 25 pour les amplitudes v, i.e. 25 coefficients a` calculer.
Au final, le nombre total de coefficients c`,mα,`′,m′(t) a` mesurer s’e´le`ve a` ∼ 107 ! A supposer
que les distributions de ces coefficients soient gaussiennes, i.e. entie`rement caracte´rise´
par leur deux premiers moments, la quantite´ de nombres caracte´ristiques a` contraindre
est double´e et le nombre brut de corre´lations croise´es, ne´cessaires a` une bonne description
des flux entrants (voir le chapitre 2), devient tre`s important.
Le nombre de corre´lations “pertinentes” est probablement re´duit sous certaines hy-
pothe`ses. Si la distribution angulaire du terme source est isotrope par exemple (ce qui
198 Statistique des environnements : Mesures dans les simulations
est une approximation raisonnable), les corre´lations croise´es mettant en jeu des coef-
ficients d’indice m diffe´rents seront nulles. Ne´anmoins, il reste difficile de trouver a`
priori et de fac¸on ge´ne´rale quels sont les couplages qui existent entre les diffe´rents in-
dices : la vitesse de´pend probablement de l’e´chelle caracte´ristique des objets accre´te´s
(couplage α-`), l’amplitude du vecteur vitesse est suˆrement couple´e avec son caracte`re
radial (couplage α-`′), une structure diffuse n’orbite pas de la meˆme fac¸on qu’une struc-
ture compacte (couplage ` -`′). Il est ainsi difficile de savoir a` l’avance quels sont les
coefficients c`,mα,`′,m′(t) et les corre´lations associe´es qui seront nuls en moyenne et une
mesure exhaustive de ces coefficients paraˆıt ine´vitable.
Une manie`re d’atte´nuer cette difficulte´ consiste a` exprimer le terme source en fonction
de ses diffe´rents moments en vitesse. Si l’on imagine un terme source unidimensionnel
et mono-flot, celui-ci peut s’e´crire :
se(r, v, t) ∼ $ρ√
2pi$ρσ2/$ρ
exp
(
−(v −$ρv/$ρ)
2
2($ρσ2/$ρ)
)
, (9.1)
ou` le symbole $X(r, t) de´signe la densite´ de flux de la quantite´ advecte´e X et par
exemple, $ρv(r, t) ≡ (ρvrv)(r, t) de´signe le flux d’impulsion auquel est soumis un halo.
Les trois premiers moment en vitesse de cette e´criture du terme source sont :∫
dvse(r, v, t) = $ρ, (9.2)∫
dvvse(r, v, t) = $ρv, (9.3)∫
dv(v −$ρv/$ρ)2se(r, v, t) = $ρσ2 . (9.4)
Cette e´criture du terme source via ses propres moments est donc cohe´rente avec les trois
premiers moments de l’e´quation de Boltzmann, par construction, tout en reposant sur
une hypothe`se de gaussianite´ du champ de vitesse accre´te´.
Pour une repre´sentation tridimensionnelle de la vitesse et si l’on repre´sente la de´pendance
angulaire de se(r,v, t) via sa de´composition en harmoniques sphe´riques, le terme source
peut s’e´crire sous la forme :
se(r,v, t) =
∑
`,m
Y`,m(Ω)
(2pi)3/2$ρ,`,m
det($ρσ2,`,m/$ρ,`,m)
× exp
[
−1
2
(
v − $ρv,`,m
$ρ,`,m
)T ($ρσ2,`,m
$ρ,`,m
)−1(
v − $ρv,`,m
$ρ,`,m
)]
, (9.5)
ou` $X,`,m(t) est la de´composition en harmonique sphe´rique de la densite´ de flux X
mesure´e sur la sphe`re. Les relations de passage des coefficients c(t) aux diverses densite´s
de flux sont explicite´es dans le texte de l’article ci-joint et dans ses annexes. Il faut noter
que l’e´quation (9.5) ne constitue pas la seule forme possible et vise juste a` illustrer la
possibilite´ d’expression du terme source en fonction de ses moments successifs.
Une telle repre´sentation posse`de les avantages de la compacite´, puisque “qu’il suffit”
de connaˆıtre 10 champs : $ρ (1 champ), $ρv (3 champs) et $ρσ2 (6 champs) pour en
de´duire le terme source. Ainsi pour chaque halo, le nombre de coefficients a` calculer se
re´duit a` ∼ 13000, tous de types harmoniques, en supposant par exemple `max = 50 pour
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les trois types de champs. Techniquement, les coefficients harmoniques des diffe´rentes
densite´s de flux se rame`nent a` des ope´rations simples sur des sous-ensembles de coeffi-
cients c(t) (cf. les e´quation 42, D6, D11 de l’article ci-joint par exemple), re´duisant le
nombre de mesures a` pratiquer. De plus, cette description en termes de moments est
plus simple a` appre´hender : la quantite´ interme´diaire permettant de construire la source
ne sont plus des “coefficients” mais des quantite´s physiques, dont l’interpre´tation des
proprie´te´s est plus directe que pour les c(t). La complexite´ du terme source n’est ainsi
plus aborde´e directement via des quantite´s simples mais difficiles a` interpre´ter (les coef-
ficients) mais au travers de quantite´s de complexite´ interme´diaires, dont les proprie´te´s
physiques sont plus aise´ment abordables (les densite´s de flux). Enfin, il faut noter que
la ge´ne´ration de sources se synthe´tiques peut se faire via les diffe´rents moments (voir
aussi l’annexe F de l’article ci-joint).
Une hypothe`se de forme pour se(Ω,v, t) ne permet toutefois pas de contourner
comple`tement l’obstacle de la projection sur une base de fonction 5D (de´crite dans
l’e´quation (8.10)) et qui permettait un de´couplage total entre le temps et l’espace des
phases. Autant les diffe´rentes densite´s de flux peuvent eˆtre obtenues des coefficients, au-
tant l’obtention des coefficients a` partir de l’e´quation (9.5) s’ave`re impossible a` faire sans
recourir a` une projection explicite. Or le de´couplage temps-espace via les coefficients
c(t) permet une expression plus simple des corre´lations de la source dans une optique
de propagation statistique et l’utilisation de la forme (9.5) ne´cessiterait une projection
a` posteriori. L’hypothe`se de forme de l’e´quation (9.5) doit eˆtre vue comme une simplifi-
cation de la mesure du terme source, repoussant “la complexite´ mathe´matique”induite
par la projection a` 5 dimensions au moment de l’application dynamique ulte´rieure.
En re´sume´, une description de la source en terme de moments constitue un alternative
a` une projection globale sur une base de fonction 5D. La source y est de´crite en terme
de quantite´s physiques et pratiquement, le nombre de coefficients c(t) a` calculer est
moindre. En revanche, elle ne´cessite une hypothe`se de forme pour la source (voir eq.
(9.5) par exemple) et n’est pas directement utilisable pour la propagation statistique,
de´crite dans le chapitre 2.
Pre´sentation des mesures
Les constatations pre´ce´dentes ont permis d’envisager un compromis entre une mesure
exhaustive en termes de coefficients et une mesure repre´sentative en termes de nombre
de halos e´tudie´s. Seul un sous-ensemble de coefficients c(t) a e´te´ extrait des simulations
pour 16 000 halos jusqu’a` pre´sent. Ce sous-ensemble a e´te´ choisi de manie`re a` pouvoir
e´tudier les proprie´te´s cine´matiques de l’accre´tion et la densite´ de flux de masse $ρ(Ω, t),
via les e´quations (42), (44), (46), (47), (50), (51), (D6) et (D11) de l’article ci-joint. D’un
point de vue pratique, cette mesure aura permis de tester la mise en place de la mesure et
de la projection du terme source. De plus, le flux de masse est une quantite´ pertinente en
soi, avant d’eˆtre un moment du terme source et a` fortiori avant d’eˆtre une composante de
l’e´quation (9.5). Par exemple, van den Bosch (2002) et Wechsler et al. (2002) ont mis en
e´vidence une histoire d’accre´tion universelle via des approches Press-Schechter, montrant
qu’une convergence statistique des proprie´te´s de l’accre´tion existe en de´pit du caracte`re
singulier de l’histoire de chacun des halos. Les proprie´te´s cine´matiques de l’accre´tion
permettent e´galement d’e´tudier la nature des interactions subies par les halos simule´s
200 Statistique des environnements : Mesures dans les simulations
(vitesse ou parame`tre d’impact des satellites par exemple). Par exemple, l’existence de
populations distinctes cine´matiquement autour de quelques halos a` haute re´solution a e´te´
aborde´ par Gill et al. (2005) en les reliant aux objets ayant vu leurs trajectoires modifie´es
par un premier passage au travers du halo hoˆte (Gill et al. (2004)). L’e´tude des proprie´te´s
cine´matiques de l’accre´tion et de $ρ via le terme source permet d’aborder les meˆme
the´matiques. En mettant a` profit le grand nombre de halos, l’approche de´crite ici a de
plus pour objectif de mettre des contraintes quantitatives sur les proprie´te´s de l’accre´tion,
tout en garantissant une certaine repre´sentativite´ des diffe´rents types d’environnements.
En paralle`le, le champ de mare´e environnant de chacun de ces halos est contraint via
les coefficients b(t). Les caracte´ristiques du potentiel exte´rieur permettent d’une part
d’envisager une e´tude statistique de la re´ponse du halo dans le re´gime de pur forc¸age
gravitationnel. D’autre part, elles fournissent un e´clairage diffe´rent sur les proprie´te´s de
la matie`re accre´te´e qui se manifeste e´galement via un champ de mare´e.
Le plan de ce chapitre est le suivant : dans un premier temps, les crite`res de se´lection
des halos sont de´crits. Les mesures de corre´lation du potentiel mesure´ sur la sphe`re ainsi
que son auto-corre´lation angulo-temporelle sont expose´s dans la section suivante. Les
premie`res proprie´te´s du terme source sont ensuite de´crites : proprie´te´s cine´matique
dans un premier temps, corre´lations sur la sphe`re dans un deuxie`me temps. Enfin, une
discussion sur les quelques points critiques apparus en cours d’analyse suit, ainsi que la
conclusion.
9.1 Crite`res de se´lection des halos.
Tous les halos de´tecte´s dans les simulations ne sont pas traite´s et seuls ceux re´pondant
a` certains crite`res sont retenus. Le premier crite`re est un crite`re de re´solution : seuls les
halos forme´s de plus de 1000 particules (5×1012M¯) a` z = 0 sont e´tudie´s. L’objet initial
de ces mesures e´tant de servir d’entre´e au mode`les de re´ponse dans un re´gime perturbatif,
il apparaˆıt clairement que toute une classe de halos subissent des interactions qui les font
sortir de ce cadre. Les crite`res de se´lection qui ont e´te´ applique´s sont :
• Le champ d’application est celui des halos de type galactiques ou des halos d’amas
le´gers : seuls les halos de masse finale infe´rieure a` 1014M¯ sont retenus.
• Une fraction des halos continuent de subir de fortes fusions a` z < 1. Pour cette
raison, les halos accre´tant plus de la moitie´ de leur masse entre deux instantane´s
sont rejete´s.
• Les halos accre´tant plus de 5× 1012M¯ sont e´galement rejete´s, cette masse corre-
spondant a` celle des plus petits halos conside´re´s.
Ces crite`res peuvent paraˆıtre hautement restrictifs, ne´anmoins seuls 20% des halos en
moyenne sont rejete´s par simulation. Une centaine de simulations seulement ont e´te´
comple`tement re´duites pour ces mesures, donnant acce`s aux caracte´ristiques de 16 000
halos, de z=1 jusqu’a` z=0. Bien que l’intervalle en redshift soit restreint, il demeure que
l’examen des histoires d’accre´tion des halos extraites des simulations montrent que ceux-
ci subissent toujours des interactions avec leurs environnements (cf. figure 9.1). Claire-
ment, ces interactions vont continuer a` modeler les proprie´te´s du halo (et e´ventuellement
de son disque), validant a` posteriori la philosophie de l’approche de´veloppe´e dans ce
manuscrit.
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A nouveau, ces crite`res de se´lection se justifient par la volonte´ de se restreindre au
re´gime de faibles accre´tions. Toutefois, cette “simplification” a` priori implique des biais
qui s’ajoutent a` ceux intrinse`ques au type de simulation utilise´ ici. Ces biais sont e´vidents
et de´crit ci-dessus : halos de faibles masse a` z=0, histoire d’accre´tion “calme” et plafond
absolu de masse accre´te´e. En revanche, l’impact de ces crite`res de se´lection sur les
mesures est plus difficile a` pre´voir. Par exemple, la “granulosite´” de la densite´ de flux de
masse $ρ est de´pendante de la masse du halo conside´re´, chose non e´vidente a` priori (voir
aussi la figure 11 de l’article ci-joint). La quantification de tels biais ne peut se faire que
par une e´tude exhaustive et minutieuse de l’impact des diffe´rents choix ad hoc qui ont e´te´
faits. Le de´veloppement a` proprement dit aura clairement prime´ sur l’e´tude exhaustive
des biais, l’objet a` court terme des travaux pre´sents e´tant l’e´valuation de la faisabilite´
de la mesure des flux, la mise en lumie`re des points de´licats et l’imple´mentation de la
chaˆıne de mesure. A la lumie`re des diffe´rents re´sultats de´crits dans le chapitre suivant,
il apparaˆıt clairement qu’une telle e´tude devra eˆtre faite a` l’avenir, afin de garantir une
meilleure contrainte de la statistique des flux.
9.2 Mesures statistiques sur le potentiel exte´rieur
Variation du potentiel moyen
Le potentiel exte´rieur est entie`rement trace´ par la de´composition harmonique b`m(t)
de ses fluctuations sur la sphe`re de Viriel. Afin de traiter des quantite´s sans dimensions,
il est d’usage pour les mesures sur la sphe`re de ne pas conside´rer la de´composition brute
de ψe(Ω, t) mais plutoˆt celle du contraste du potentiel mesure´ sur la sphe`re :
δ[ψe] =
ψe(Ω, t)− ψ¯e
〈ψ¯e〉 , (9.6)
ou` ψ¯e est le potentiel moyenne´ sur toutes les directions et ou` 〈·〉 de´signe le mode (ou
valeur la plus probable) de la distribution. La de´composition harmonique b˜`m(t) du
contraste de potentiel est relie´e aux coefficients b`m(t) par :
b˜`m(t) ≡
√
4pi
(
b`m(t)− δ`0b00(t)
〈b00(t)〉
)
. (9.7)
La quantite´ b00(t) est relie´e au potentiel moyenne´ sur la sphe`re par :
ψ¯e =
b00(t)√
4pi
, (9.8)
et donc au potentiel tridimensionnel moyen dans la sphe`re ayant servi a` calculer les
coefficients, via l’e´quation (8.17). Le choix d’utiliser la valeur la plus probable 〈b00(t)〉
au lieu de b00(t) permet d’avoir une meˆme normalisation pour tous les halos. Toutefois,
le choix de l’une ou l’autre des conventions ne modifie pas significativement les re´sultats,
le potentiel moyenne´ dans une sphe`re de 4 Mpc e´tant sensiblement le meˆme quel que
soit le halo conside´re´. Seul les gradients de potentiels sont pertinents d’un point de
vue dynamique et la quantite´ b00(t) ne comporte par conse´quent que peu d’informations
physiques. Ne´anmoins, son roˆle dans la normalisation des harmoniques du potentiel
impose de caracte´riser ce coefficient.
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Figure 9.1: Quatre exemples d’histoire d’accre´tion de halos satisfaisant les crite`res de´crits
dans la section 9.1. Ces quatre images ont e´te´ forme´es par superposition des
particules aux diffe´rents instantane´s entre z=1 et z=0. Seules les particules
finissant dans le halo a` z=0 ont e´te´ utilise´es. A chaque instant, les positions
ont e´te´ centre´es sur les positions du plus gros proge´niteur du halo final.
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La distribution des coefficients b00(t) est ajuste´e par une loi Log-Normale. L’e´volution
temporelle du mode 〈b00(t)〉 de cette loi est donne´e dans la figure 13 de l’article ci-joint.
La baisse au cours du temps peut s’expliquer comme un effet de la mesure. Les particules
utilise´es pour le calcul sont celles contenues dans une sphe`re de volume physique fixe´.
Sous l’effet de l’expansion, une fraction des particules quittent ce volume. La baisse du
coefficient au cours du temps ne fait que refle´ter la baisse de la densite´ moyenne dans
cette sphe`re.
9.2.1 Corre´lations angulaires
La quantite´ Cψ
e
` est mesure´e pour chaque halo , et la distribution mesure´e est ajuste´e
par une loi log-Normale, a` chaque pas de temps et pour chaque `. L’e´volution du mode
〈〈Cψe` 〉〉 au cours du temps est pre´sente´e dans la figure 22 de l’article ci-joint. La forme
du spectre de puissance varie peu au cours du temps et est clairement domine´e par les
grandes e´chelles angulaires. Cette tendance est attendue, le potentiel e´tant une fonction
tre`s lisse de la densite´ (tel qu’illustre´ par les cartes sphe´riques de potentiel et de densite´
de flux de la figure 9.2). Deux re´gimes d’e´volution temporelle existent. L’un implique
l’augmentation de la contribution des fluctuations a` petite e´chelle ` > 5 au cours du
temps. L’autre est la “non-e´volution” des contributions des fluctuations a` grande e´chelle
(` = 2 essentiellement).
Evolution des petites e´chelles
Les fluctuations a` petite e´chelles sont les plus susceptibles de rendre compte du
potentiel cre´e par les satellites. Compte tenu de l’augmentation de la contribution a`
grand ` relativement aux fluctuations a` grande e´chelle, ceci implique que les fluctuations
deviennent plus “denses” au cours du temps. Cette e´volution sugge`re donc que les
fluctuations de potentiel mesure´es a` bas redshifts sont induites par des objets plus petits
qu’en des temps recule´s, les objets le´gers ayant tendance a` eˆtre plus denses que les objets
massifs. Ne´anmoins, cette augmentation des ordres ` e´leve´s peuvent eˆtre e´galement
explique´es par des effets de re´solutions : si la contribution de particules isole´es sur
la sphe`re devient plus importante, le meˆme effet est attendu. Cette possibilite´ sera a`
nouveau e´voque´e dans la section concernant la densite´ de flux de masse.
Evolution des grandes e´chelles
D’autre part, on est tente´ d’associer la stationnarite´ quadrupolaire (` = 2) du poten-
tiel a` la distribution de matie`re a` grande e´chelle. Par exemple, la distribution des halos
voisins fait que tout halo baigne force´ment dans un champ de mare´e qui ne soit pas lie´ a`
son proche environnement. Ce champ de mare´e “cosmique” induit par cette distribution
doit eˆtre stationnaire en premie`re approximation car les dure´es associe´es a` son e´volution
son suppose´mment longs (en tous cas supe´rieurs a` l’e´chantillonage temporel employe´
ici, ∼ 5 × 106 ans). Dans le meˆme temps, la distribution de matie`re en pe´riphe´rie des
halos n’est pas sphe´rique mais triaxiale. Par exemple, l’ellipso¨ıde des halos tend a` eˆtre
aligne´ avec l’ellipso¨ıde des distributions environnantes de satellites, sugge´rant d’une part
que l’accre´tion d’objet est anisotrope et d’autre part que la triaxialite´ est induite par
cette configuration de l’accre´tion (Tormen (1997)). Dans le contexte des mesures a` R200,
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l’intersection d’une telle distribution non-sphe´rique avec la sphe`re de mesure induirait
naturellement le quadrupole mesure´.
La mesure du quadrupole est-elle une mesure de la distribution de matie`re a` grande
e´chelle ou de la conse´quence de cette distribution? Dans une approche analytique de
la dynamique du halo, seule la premie`re proposition est satisfaisante. Si le quadrupole
est une mesure de l’e´longation du halo, le risque est de calculer la re´ponse du halo a`
sa propre distribution de matie`re et non au potentiel ge´ne´re´ par l’environnement. La
question n’a pas e´te´ aborde´e plus en avant durant la the`se, ne´anmoins elle pose d’emble´e
les difficulte´s lie´es a` l’interpre´tation du point de vue de´veloppe´ dans ce manuscrit.
9.2.2 Corre´lations angulo-temporelles
Les diffe´rences de comportement temporel entre les e´chelles peuvent e´galement eˆtre
aborde´es via la mesure des corre´lations angulo-temporelles 〈ψe(Ω1, t)ψe(Ω2, t+∆t)〉. La
mesure de la fonction de corre´lation angulo-temporelle ainsi que des matrices Tψ
e
` (t, t+
∆t) associe´es est donne´e dans les figures 23 et 24 de l’article ci-joint. Une analyse rapide
des fonctions de corre´lations a` deux points indique clairement que les grandes e´chelles
angulaires dominent le potentiel mesure´ sur la sphe`re. Ces grandes e´chelles, θ ∼ pi/2,
sont associe´es a` des temps de cohe´rence longs, caracte´rise´s par les isocontours qui ne se
referment que marginalement dans les cartes de we(θ, t, t + ∆t). A priori, cette longue
cohe´rence n’e´tait pas e´tablie : un champ quadrupolaire de forte amplitude a` tous les
instants (comme mesure´ via Cψ
e
` ) mais dont l’orientation changerait violemment avec le
temps, i.e. sans cohe´rence, aurait e´galement e´te´ possible.
Temps de cohe´rence e´chelle par e´chelle
L’examen des matrices de corre´lations indiquent que l’existence d’un temps de cohe´rence
long n’est plus vrai pour les e´chelles angulaires plus modestes. De ces matrices, deux
effets peuvent eˆtre observe´s. Le premier indique que le temps de cohe´rence est d’autant
plus long que l’e´chelle angulaire conside´re´e est grande. Les petites e´chelles ont des temps
de cohe´rence courts, ce qui est attendu puisque des objets plus compacts doivent tra-
verser plus rapidement la sphe`re de Viriel que des objets e´tendus. D’autre part, le temps
de cohe´rence caracte´ristique e´chelle ` par e´chelle ` indique qu’au premier ordre toutes
les e´chelles (sauf ` = 4) pre´sentent un comportement stationnaire dans le temps, leurs
temps de cohe´rence ne pre´sentant pas d’e´volution significative au vu des barres d’erreurs
(voir la figure 25 de l’article ci-joint). Ceci constitue une information de premier ordre
dans la perspective de rege´ne´ration du potentiel exte´rieur puisque que cela implique
qu’aucune e´volution se´culaire ne doit eˆtre prise en compte pour ces harmoniques. Seule
l’e´chelle angulaire ` = 4 pre´sente une e´volution temporelle significative a` 3σ (ainsi que
le mode ` = 5 mais de fac¸on plus marginale). On reviendra sur cette variation dans la
section suivante.
Corre´lation angulo-temporelle sans quadrupoˆle
Afin de se focaliser sur les temps de cohe´rence des petites e´chelles angulaire, la fonc-
tion de corre´lation angulo-temporelle a e´te´ reconstruite en supprimant les composantes
dipolaires ` = 1 et quadrupolaires ` = 2. Contrairement a` la fonction de corre´lation
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Figure 9.2: Comparatif entre le flux de masse (en bas) et le potentiel exte´rieur (en haut)
mesure´ a` la sphe`re de Viriel du halo. Comme attendu, le potentiel est une
fonction lisse compare´e a` la densite´ de flux. Le potentiel est domine´ par les
grandes e´chelles avec une forte composante quadrupolaire.
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pre´ce´dente, les isocontours de we(θ, t, t+∆t) se referment autour de ∆t = 0. Cela con-
firme que les temps de cohe´rence sont finis, une fois les contributions des grandes e´chelles
retire´es.
A nouveau, l’on peut extraire de cet ajustement l’e´volution du temps de cohe´rence des
structures, donne´e dans la figure 27 de l’article ci-joint pour diffe´rent ordres harmoniques
` minimaux avec lesquels we(θ, t, t +∆t) est construite. Ce temps de cohe´rence tend a`
diminuer avec le temps, quel que soit l’ordre minimal utilise´. L’e´volution est la plus forte
pour `min = 4 avec une baisse de 2.5 Gyr jusqu’a` 1.3 Gyr. En revanche, les variations
mesure´es du temps de cohe´rence pour d’autres harmoniques minimales sont plus faibles
que la re´solution temporelle de la mesure (∼ 0.5 Gyr) et doivent donc eˆtre attribue´es
aux fluctuations induites par la proce´dure d’ajustement.
L’e´volution temporelle du temps de cohe´rence pour `min = 4 est difficile a` interpre´ter.
Ainsi, le fait qu’il y ait une e´volution significative, de l’ordre de 1 Gyr, indique que les
fluctuations correspondant a` cette harmonique ne peuvent eˆtre induits uniquement par
un effet d’e´longation du halo. Ce dernier est suppose´ hautement stationnaire et l’on
s’attendrait a` une cohe´rence du meˆme ordre de grandeur que celle du quadrupole ` = 2,
i.e. quasimment 8 milliards d’anne´es. L’absence de stationnarite´ conduit a` attribuer le
temps de cohe´rence de ces e´chelles angulaires aux objets accre´te´s par le halo.
Une variation de la longueur de cohe´rence ?
Cette interpre´tation pose deux proble`mes a` priori. Le premier est le fait que l’e´chelle
` = 4, correspond a` une e´chelle conside´rable de 45 degre´s sur la sphe`re. Il n’est pas clair
que des objets soient en mesure de cre´er des fluctuations de potentiel de cette taille,
meˆme en conside´rant que le potentiel est une fonction plus lisse que la densite´. Cette
constatation va de pair avec la mesure du temps de cohe´rence associe´ de 2.3 Gyr a` haut
redshift ce qui est une “longue” dure´e pour un temps de traverse´e de la sphe`re.
Cette difficulte´ a` interpre´ter ce re´sultat doit eˆtre ramene´ a` la constatation suivante :
on s’attend a` ce que chaque harmonique pre´sente un temps de cohe´rence donne´ au cours
du temps. Pour une vitesse d’accre´tion constante, une e´chelle ` peut eˆtre ramene´e a`
une taille caracte´ristique tridimensionnelle, ce qui implique un temps de cohe´rence fixe´
pour cette e´chelle. De fait cette baisse de 1 Gyr du temps de cohe´rence implique soit
1) que l’hypothe`se de vitesse constante est fausse, soit 2) qu’il existait un recouvrement
angulaire des fluctuations successives associe´es a` ` = 4 a` plus haut redshift. Suivant la
premie`re hypothe`se, la variation du temps caracte´ristique devrait se manifester a` toutes
les e´chelles. Or cette variation n’est pas de´tecte´e a` la re´solution de nos mesures. La sec-
onde hypothe`se est cohe´rente avec un flux d’objets provenant grossie`rement de la meˆme
direction du ciel et dont la fre´quence d’accre´tion est suffisamment importante pour con-
duire a` un recouvrement des fluctuations a` cette e´chelle (voir aussi la figure 9.3). Cette
hypothe`se est se´duisante du point de vue de l’anisotropie d’accre´tion et du point de
vue de l’e´volution de l’accre´tion. Il faut toutefois pre´ciser que ` = 4 correspond a` une
e´chelle angulaire conse´quente (45 degre´s sur la sphe`re) et si cette variation est imputable
a` l’existence de directions privile´gie´es, ces directions seraient de´finies de fac¸on “large”.
De fait, un comparatif de cette mesure fluide avec une mesure base´e sur l’identification
des satellites est ne´cessaire, pour pouvoir trancher quant a` la nature de ces fluctuations
de potentiel et a` l’e´volution de leurs temps caracte´ristiques.
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Figure 9.3: Comment faire varier le temps de cohe´rence des structures pour une e´chelle
angulaire donne´e ? Premie`re possibilite´, l’extension radiale des structures se
modifie au cours du temps (en haut). Cette variation de l’extension radi-
ale reste ne´anmoins difficilement explicable de fac¸on statistique. Deuxie`me
possibilite´, l’e´chelle angulaire correspond a` un train de structures, dont la
“longueur” varie au cours du temps (en bas). Cette possibilite´ implique
l’existence d’une direction d’incidence privile´gie´e.
En re´sume´, le potentiel exte´rieur ψe apparaˆıt comme essentiellement stationnaire et
domine´ par un quadrupoˆle. Ne´anmoins, il semble que des e´chelles angulaires plus faibles
posse`dent leur propres temps de cohe´rence. En particulier le mode ` = 4 voit son temps
caracte´ristique de´croˆıtre au cours du temps, sugge´rant que celui-ci est associe´ au champ
de mare´e d’objets dont le recouvrement “temporel” varie au cours du temps.
9.3 Statistiques a` 1 point de la source
La caracte´risation comple`te de la fonction source est une taˆche lourde et complexe.
Les premiers re´sultats sont de´crits dans cette section et concernent essentiellement les
distributions moyennes qui peuvent eˆtre extraites de se, via ses moments d’ordre 1. On
de´crira dans un premier temps l’e´volution du flux de masse accre´te´ par les halos. Puis,
dans un second temps, les proprie´te´s cine´matique de la matie`re accre´te´e sont explore´es.
Les premiers re´sultats sur les statistiques d’ordre deux de $ρ sont pre´sente´s dans la
section suivante.
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9.3.1 Flux de masse moyen
Le flux de masse accre´te´ par un halo, ΦM (t), est relie´ au terme source par :
ΦM (t) =
∫
dvdΩse(Ω,v, t), (9.9)
ou` ΦM (t) est exprime´ comme une masse par unite´ de surface et par unite´ de temps.
Cette quantite´ est mesure´e pour chacun des halo, via les coefficients harmoniques a00(t)
de la densite´ de flux de masse $ρ, eux meˆme relie´s aux coefficients c`
′m′
α,`m(t) (voir dans
l’article ci-joint le de´tail de la mesure). La pic de distribution de ΦM (t) est bien de´crite
par une distribution gaussienne et la valeur la plus probable du flux de masse 〈ΦM (t)〉
est donne´e par la moyenne de cette distribution.
Evolution temporelle du flux
L’e´volution de 〈ΦM (t)〉 est donne´e dans la figure 14 de l’article ci-joint. Globale-
ment, le flux de masse diminue au cours du temps, partant d’une valeur moyenne de
∼ 130M¯/Myr/kpc2 a` t= 8 Gyr pour finir a` ∼ 10M¯/Myr/kpc2 a` t=0.8 Gyr. Au vu
de la de´finition du terme source, ce flux est un flux net, ou` la matie`re e´jecte´e a` e´te´ re-
tranche´e a` la matie`re accre´te´e. Clairement, les halos tendent a` accre´ter plus de matie`re
qu’ils n’en rejettent, sur l’ensemble des redshifts e´tudie´s ici. Compte tenu de ce flux,
un halo de 1013M¯ accre`te en moyenne ∼ 2 · 1012M¯ sur les 8 derniers Gyrs, ce qui est
cohe´rent avec le re´gime de faible accre´tion dans lequel l’on se place. Deux effets peuvent
eˆtre note´s sur la courbe d’e´volution de l’accre´tion. A bas redshift, la courbe subit une
inflexion . A ces instants, le rayon de mesure co¨ıncide avec le vrai rayon de Viriel : a`
cette distance, la fraction de mate´riau “virie´lise´e” appartenant au halo est plus impor-
tante qu’aux temps pre´ce´dents. En particulier la fraction de mate´riau e´jecte´ augmente
au cours du temps, conduisant a` une baisse du flux net.
Pour des redshifts proches de 1, l’e´volution de l’accre´tion semble subir une autre
inflexion, tel un plateau de saturation. Plusieurs effets peuvent rendre compte de com-
portement. D’une part les halos se´lectionne´s ici re´pondent a` certains crite`res (rappele´s
dans la section 9.1), exigeant en particulier une histoire d’accre´tion “calme” au cours
du temps. Par conse´quent cela exclut d’emble´e des halos subissant de fortes accre´tions.
Pour illustrer cet effet, la figure 9.4 montre l’e´volution du taux d’accre´tion pour trois
classes de masses finales. L’effet de saturation est quasi inexistant pour les halos le´gers et
important pour les les halos massifs. Ces derniers e´tant plus susceptibles par de´finition
de subir de fortes accre´tions (en valeur absolue), cette population (et donc les taux
d’accre´tion mesure´s) sont davantage affecte´s par les biais de se´lections. D’autre part,
l’e´volution de Φ(t) donne´e en figure 14 de l’article ci-joint est celle du mode de la dis-
tribution des taux d’accre´tions. Si la distribution de ces taux est bien repre´sente´e par
une loi gaussienne a` bas redshifts, celle-ci de´veloppe une queue de distribution faible
mais bien re´elle pour des redshifts proches de 1 (voir la figure E4 de l’article ci-joint).
En d’autres termes, la pre´sence d’un mode “constant” a` ces e´poques ne pre´juge pas
de l’existence d’e´ve`nements exceptionnels, dont la fre´quence n’a pas de raison, a` pri-
ori, d’atteindre un plafond aussi franc. Ainsi, la figure 9.4 repre´sente la “moyenne” du
taux d’accre´tion pour trois classes de masses finales. Cette quantite´ statistique est plus
sensible aux e´ve`nements rares que le mode de la distribution. L’effet de saturation aux
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grandes masses est plus faible que celui observe´ pre´ce´demment, indiquant que le plafond
atteint par le taux d’accre´tion est imputable en partie a` l’utilisation du mode comme
grandeur caracte´ristique, en plus des biais associe´s aux crite`res de se´lection.
Histoires d’accre´tion de masse
Le flux de masse mesure´ a e´te´ compare´ aux histoires d’accre´tion de masse ou MAH,
Ψ(t), telles que de´finies par van den Bosch (2002) :
Ψ(t) =
M(z)
M(z = 0)
. (9.10)
En utilisant un formalisme Press-Schechter e´tendu, van den Bosch trouve que les MAH
peuvent eˆtre ajuste´e par la loi donne´e par l’e´quation 56 dans l’article ci-joint. Cette loi
ne de´pend que de la classe de masse conside´re´e. Ces meˆme MAH peuvent eˆtre obtenues
a` partir des mesures pre´ce´dentes en inte´grant Φ(t) au cours du temps. La comparaison
pour trois classes de masses diffe´rentes est donne´e par la figure 29 de l’article ci-joint.
Les mesures faites a` partir de Φ(t) sont qualitativement en accord avec les ajustement
sugge´re´s par van den Bosch (2002). La forme des courbes d’e´volutions sont similaires
aux mode`les tandis que les positions relatives des trois mesures sont similaires aux po-
sitions relatives des trois mode`les sugge´re´s par l’auteur. Cependant les mesures sont
en de´saccord quantitatifs avec les mode`les. En particulier, les mesures surestiment la
masse des halos a` chaque instant compare´ au mode`le. Plusieurs explications peuvent eˆtre
avance´es. Le halos qui ont servi a` la mesure re´pondent a` certains crite`res portant sur la
quantite´ de masse qu’ils peuvent accre´ter, impliquant que les histoires de formation de
la population retenue n’est pas force´ment repre´sentative de celles ge´ne´re´es pas le formal-
isme Press-Schechter. De plus, la me´thode de reconstruction de la masse du halo retenue
ici tend naturellement a` surestimer la masse re´elle du halo. Ainsi, la matie`re accre´te´e
a` R200 est instantane´ment ajoute´e a` la masse du halo, alors qu’il existe un de´lai entre
l’instant d’accre´tion au rayon de Viriel et l’assimilation a` proprement dite de la matie`re
par le halo. De plus, il est possible qu’une fraction de la matie`re accre´te´e au rayon de
Viriel ne parvienne jamais au halo. Enfin, van den Bosch (2002) note un de´saccord de
meˆme nature entre les simulations et son mode`le, qu’il impute a` l’utilisation d’un mode`le
d’effondrement sphe´rique. En plus des biais introduits par les crite`res de se´lection et des
approximations induites par la me´thode de reconstruction des masses, il est probable
qu’une part du de´saccord constate´ ne fait que refle´ter cette difficulte´ initiale du mode`le
a` reproduire les mesures dans les simulations.
9.3.2 Distribution des vitesses
La distribution des vitesses, φ(v, t), de la matie`re accre´te´e est relie´e a` la fonction
source par :
ϕ(v, t) = v2
∫
dΓdΩse(v,Ω,Γ, t). (9.11)
Celle ci s’exprime aise´ment a` partir des coefficients c0,0α,0,0(t) et le passage des coefficients
a` la distribution des vitesses est de´crit en de´tail dans l’article ci-joint. Les vitesses
sont exprime´es en unite´s de la vitesse circulaire au rayon de Viriel. La distribution des
coefficients c0,0α,0,0(t) est ajuste´e par une gaussienne, permettant de de´duire l’e´volution
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Figure 9.4: Taux d’accre´tion au cours du temps pour trois classes de masses de halos.
Les masses sont mesure´es a` z = 0. En haut, e´volution du mode de la dis-
tribution des taux d’accre´tion. Les grandes masses pre´sentent un plafond
d’accre´tion a` t ∼ 7 milliards d’anne´es plus important que les halos le´gers,
sugge´rant un biais induit par les crite`res de se´lection sur l’accre´tion. En
bas, l’e´volution de la moyenne de la distribution des taux d’accre´tion. La
moyenne est plus sensible que le mode aux e´ve`nements rares. La saturation
a` z ∼ 1 est le´ge`rement plus importante dans le cas du mode, indiquant que le
plateau est en partie imputable au choix de cette grandeur statistique pour
caracte´riser le taux moyen.
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Figure 9.5: Illustration de l’effet de surestimation de masse. L’utilisation du flux de
masse sur la sphe`re tend a` surestimer la masse d’un halo a un instant donne´.
A gauche, sche´matisation de l’accre´tion d’un objet (en rouge) par un halo
(en bleu) au travers du rayon R200 (tirete´). La masse reconstruite a` partir
du flux au cours du temps est repre´sente´ dans la colonne de droite par la
courbe rouge. L’e´volution de la masse re´elle de l’objet central est en bleu.
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temporelle de la distribution moyenne des vitesses. Cette e´volution est donne´e par la
figure 15 de l’article ci-joint.
Une distribution bi-modale des vitesses
Pour des temps de regard supe´rieurs a` 5 milliards d’anne´es, la distribution des
vitesses est unimodale centre´e sur 0.7V200. Pour des temps plus re´cents, la distribu-
tion 〈ϕ(t)〉 passe dans un re´gime bimodal avec deux composantes de signes oppose´s. La
composante positive est toujours centre´e sur 0.7V200 tandis que la composante ne´gative
est grossie`rement centre´e en 0.4V200. L’apparition d’une composante ne´gative refle`te
l’importance que prend le mate´riau sortant du halo au cours du temps. Cette fraction
est quasi nulle pour de “haut redshift” tandis qu’elle repre´sente ∼ 40% du mate´riau
passant au travers de la sphe`re de Viriel pour t ∼ 0.8Gyr. A nouveau, il est probable
que cette e´volution soit un relicat de la mesure a` rayon de viriel fixe´. Pour des temps
recule´s, le rayon de mesure est plus e´loigne´ que le rayon de Viriel actuel du halo : aucun
signe de re´organisation interne n’est alors de´tecte´ a` R200. Au fur et a` mesure que le
halo grossit, le rayon de mesure tend vers le vrai rayon de Viriel et les e´jecta, traceurs
de la virie´lisation interne, deviennent une fraction de plus en plus importante du flux de
masse de´tecte´.
On rappelle que cette distribution de vitesse est une quantite´ nette et qu’a` ce titre la
distribution ϕ(v, t) est la diffe´rence entre la distribution de vitesse de la matie`re entrante
ϕ+(v, t) et celle de la matie`re sortante ϕ−(v, t) :
ϕ(v, t) = ϕ+(v, t)− ϕ−(v, t). (9.12)
Sachant que les particules sont se´lectionne´es au vu de leur positions d’un instantane´ a`
l’autre, on ne peut discerner les particules traversant pour la premie`re fois la sphe`re de
Viriel et les particules ayant de´ja` se´journe´ a` l’inte´rieur du halo. En particulier, toute
une cate´gorie d’objets requie`rent plusieurs orbites pour eˆtre totalement assimile´s par
le halo. Cette population est dite “virie´lise´e”. De fait les deux distributions ϕ±(v, t)
peuvent eˆtre de´compose´ en une composante “accre´te´e” pour la premie`re fois ϕ±a (v, t)
et une composante “virie´lise´e” ϕ±v (v, t) pour laquelle ce n’est pas le premier passage au
travers de la sphe`re :
ϕ(v, t) =
(
ϕ+a (v, t)− ϕ−a (v, t)
)
+
(
ϕ+v (v, t)− ϕ−v (v, t)
)
. (9.13)
Une composante virie´lise´e conduit pre´sume´ment a` une diffe´rence (ϕ+v (v, t)− ϕ−v (v, t))
nulle, la probabilite´ d’avoir un flux entrant a` une certaine vitesse e´tant e´gale a` celle
du flux sortant a` cette meˆme vitesse : la prise en compte d’un flux net e´limine cette
composante de la mesure.
Ajustements gaussiens et populations virie´lise´es
L’e´volution de la fonction de distribution ϕ(v, t) peut eˆtre mode´lise´e par deux gaussi-
ennes, l’une positive et l’autre ne´gative. Cette mode´lisation est pre´sente´e dans les figures
15 et 16 de l’article ci-joint. Les deux composantes de´rivent au cours du temps vers des
vitesses d’accre´tion (ou d’e´jection) plus e´leve´es. Il est probable que cette augmentation
refle`te l’effet du halo, dont la masse augmente avec le temps, sur son environnement :
un halo lourd aura tendance a` acce´le´rer davantage les objets lui tombant dessus qu’un
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Figure 9.6: En haut : une exemple de de´composition de la fonction de distribution
des vitesses Φ(v) en deux composantes entrantes et sortantes. La mesure
a e´te´ faite a` partir de 300 halos. L’ajustement (courbe bleue) est obtenue
via deux gaussiennes inverse´es, de fac¸on similaire aux mesures statistiques
de Φ(v). Ces deux gaussiennes repre´sentent les distributions de matie`re
accre´te´e Φ±a (v). Les vitesses sont exprime´es en unite´ de la vitesse circulaire
Vc et l’ordonne´e est donne´ en nombre de particules ponde´re´es. La mesure
est faite a` t=0.8 Gyrs. On remarquera que l’ajustement est peu pre´cis pour
v ∼ 1.2Vc mais cet exce`s disparaˆıt dans les mesures statistiques. En bas : Les
distributions de vitesse des particules entrantes Φ+ (trait plein rouge) et sor-
tantes Φ−(trait plein noir), ainsi que les diffe´rences Φ±v (v) = Φ±(v)−Φ±a (v).
Les deux courbes Φ± se superposent, comme attendu pour une composante
“virie´lise´e”.
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halo plus le´ger (voir aussi Gill et al. (2004)). De fac¸on ge´ne´rale, l’e´volution du halo entre
z = 1 et z = 0 est susceptible de modifier les trajectoires de la matie`re accre´te´e.
La population de rebond peut eˆtre retrouve´e a` partir de ces deux ajustements. La
proce´dure est illustre´e par la figure 9.6 construite a` partir des particules sources d’un
sous-ensemble de halos mais dont la distribution de vitesses est repre´sentative de la distri-
bution 〈Φ(t)〉. Dans un premier temps, les distributions de vitesses de la matie`re accre´te´e
et e´jecte´e sont se´pare´es. Dans un deuxie`me temps, les deux ajustements gaussiens sont
retire´s aux distributions de vitesses correspondantes et ne reste que les distributions
virie´lise´es Φ±v . Ces deux distributions sont quasi-identiques, centre´e a` des vitesses plus
faibles que le flux accre´te´ Φ+a . Cette diffe´rence de vitesse trace l’impact de la dynamique
interne du halo sur le mate´riau entrant au cours de son se´jour a` l’inte´rieur de la sphe`re
de Viriel. Sur cet exemple pre´cis, la matie`re de “rebond” tend a` posse´der une dispersion
de vitesse plus large que la matie`re entrante pour t < 5 Gyr. A nouveau, les interac-
tions avec le flux de matie`re et la distribution interne de matie`re doivent induire un tel
“chauffage” de flux. L’e´nergie d’incidence est redistribue´e en partie sous la forme de
dispersion de vitesse.
Suivant un raisonnement similaire, le fait qu’il existe une composante ne´gative a` la
distribution de vitesse qui ne soit pas annule´e par une contrepartie accre´te´e implique
que cette matie`re provient des re´gion internes du halo. Cette matie`re peut trouver
son origine dans des objets qui n’auraient pas e´te´ comple`tement virie´lise´s et dont une
fraction substantielle ressort sans contrepartie accre´te´e. On peut e´galement imaginer un
reflux de matie`re virie´lise´e, multidirectionnel, vers l’exte´rieur, sous l’effet d’une accre´tion
ante´rieure ou d’une re´organisation de la matie`re interne.
Trajectoires et vitesses
Afin d’illustrer les mesures pre´ce´dentes, la meˆme e´tude cine´matique a e´te´ faite sur
un halo type de 800 kpc de rayon de Viriel , dont la distribution de vitesse est compa-
rable a` la distribution de vitesse statistique (voir la figure 9.7). Cette mini e´tude porte
uniquement sur les particules passant au travers de la sphe`re entre les deux derniers
instantane´s de la simulation (i.e. durant les derniers 1.3 milliard d’anne´es). La ligne
du haut de la figure 9.8 repre´sente les trajectoires des particules dont la vitesse est
supe´rieure a` 0.75Vc, vitesses auxquelles dominent pre´sume´ment les objets nouvellement
accre´te´s. Cette supposition est confirme´e par l’e´volution de la distance de ces particules.
Les trajectoires de ces particules sont directes, plutoˆt radiales et certaines d’entre elles se
pre´sentent sous formes de minces courants qui tracent les accre´tions de petits objets. La
re´gion 0.5Vc < V < 0.75Vc est volontairement de´laisse´e car peuple´e a` la fois de particules
accre´te´es et e´jecte´es. La ligne du milieu et du bas repre´sentent les particules dont la
vitesse est infe´rieure a` 0.5Vc que l’on sait domine´e par les particules sortantes. La ligne
du milieu de´crit la trajectoire des particules dont la distance initiale (i.e. a` z = 1) est
infe´rieure a` 1 Mpc, donc proche du rayon de Viriel. Clairement, il s’y trouve deux com-
posantes, entrantes et sortantes a` z=0 et qui, au vu de leurs trajectoires, orbitent dans le
halo : c’est la composante virie´lise´e qui est l’e´quivalente de celle extraite par ajustement
dans les mesures du paragraphe pre´ce´dent. La ligne du bas repre´sente les particules a`
faible vitesse mais dont la distance initiale est supe´rieure au Mpc. Clairement, seules des
particules sortantes a` z = 0 re´pondent a` ce crite`re, expliquant la composante ne´gative
de la distribution de vitesses. De plus au vu des trajectoires qui se pre´sentent sous forme
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de larges courant, cette composante correspond a` des objets relativement importants en
masse.
Il faut noter que sur ce cas, ces trois composantes correspondent a` des distances
initiales diffe´rentes. Les particules rentrantes a` z=0 et a` haute vitesse, viennent de “loin”
(∼ 1.4 Mpc ici). Les particules virie´lise´es ont des distances initiales proches du rayon de
“Viriel” et orbitent a` proprement parler dans le potentiel du halo. Enfin, es particules
“purement” sortantes (ligne du bas dans la figure 9.8 viennent de distance interme´diaires
(∼ 1.2 Mpc) et ont eu le temps de rentrer et de sortir. L’exce`s de particules sortantes a`
basse vitesse doit donc eˆtre attribue´e a` cette population de “rebond”, de´ja` de´crite par
e.g. Gill et al. (2004) et Mamon et al. (2004).
9.3.3 Distribution des parame`tres d’impacts
La distribution des parame`tres d’impact des particules traversant la sphe`re de Viriel
est lie´e a` la distribution de leurs angles d’incidence Γ1 (suivant les notations de l’article
ci-joint). La distribution de ces angles d’incidence est relie´e a` la fonction source par :
ϑ(Γ1, t) =
∫
dΓ2dvdΩse(v,Ω, t)v2. (9.14)
La mesure se faisant a` rayon donne´ R200, le parame`tre d’impact b au rayon de Viriel est
donne´ par
b
R200
= sinΓ1, (9.15)
ce qui permet de de´duire la distribution des parame`tres d’impact ϑ(b, t) a` partir de
ϑ(Γ1, t).
L’e´volution temporelle de ces deux distributions est donne´e par les figures 19 et 20
de l’article ci-joint. De´finies ainsi, il faut noter que les distributions ϑ ne contiennent
pas l’e´le´ment diffe´rentiel sin Γ1. Ainsi, la distribution ϑ(Γ1, t) doit eˆtre vue comme la
distribution des poids a` associer a` chaque configuration Γ1 : une distribution isotrope des
angles (i.e en sin Γ1) doit conduire a` une distribution ϑ(Γ1, t) uniforme. Dans les mesures
pre´sente´es ici, cette distribution n’est clairement pas uniforme et pre´sente au contraire
une forte contribution de trajectoires radiales, ou de fac¸on e´quivalente de trajectoires a`
faible parame`tre d’impact b.
Comme pre´ce´demment, deux re´gimes existent : un correspondant a` l’accre´tion (Γ1 <
pi/2 ou branche positive de ϑ(b, t)) et un autre correspondant au mate´riel e´jecte´ (Γ1 >
pi/2 ou branche ne´gative de ϑ(b, t)). Clairement, l’accre´tion domine aux temps les plus
recule´s tandis que la contribution du mate´riel sortant augmente progressivement avec
le temps. L’accre´tion est fortement radiale et ceci a` tous les temps. Ne´anmoins, la
branche associe´e de ϑ(b, t) tend le´ge`rement a` s’aplanir avec le temps. Les trajectoires
des particules entrantes tendent a` se circulariser. La composante sortante posse`de quant
a` elle une distribution des angles toujours domine´e par des orbites radiales, mais dont la
contribution d’orbites tangentielles est plus importante. Clairement, cette circularisation
refle`te l’influence du halo sur la dynamique du mate´riau accre´te´. La matie`re noire
tombe dans le puit de potentiel du halo (trajectoire tre`s radiales), interagit avec la
matie`re interne qui circularise sa trajectoire et une fraction de ce mate´riel ressort avec
un parame`tre d’impact plus important. Une partie de ce mate´riel sortant est destine´ a`
eˆtre accre´te´ une seconde fois le long d’une trajectoire plus tangentielle, aplanissant la
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Figure 9.7: Mesures sur un halo typique. En haut : Trajectoires des particules passant au
travers de la sphe`re entre les deux derniers instantane´s de la simulation (entre
t = 1.3 et t = 0 milliards d’anne´es en temps de regard). Les trajectoires
sont trace´es sur les derniers 8 milliards d’anne´es. En bas : Distribution des
vitesses de ces particules. En bleu, la distribution nette (poids +1 pour les
particules entrantes), en rouge, la distribution non ponde´re´e.
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Figure 9.8: Mesures sur les particules passant au travers de la sphe`re de mesure (le temps
est mesure´ depuis le Big Bang) pour le meˆme halo que celui de´crit en figure
9.7. Colonne de gauche : e´volution de la distance des particules au centre
du PGP. Colonne de droite : trajectoires dans le plan X-Y. Les traits et
cercle rouge repre´sentent le rayon de Viriel. En Haut : particules ayant
V/Vc > 0.75. Au milieu : particules ayant V/Vc < 0.5 et une distance au
centre initiale infe´rieure a` 1 Mpc. En bas : particules ayant V/Vc < 0.5 et
une distance au centre initiale supe´rieure a` 1 Mpc.
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distribution des parame`tres d’impact de l’ensemble de la matie`re rentrante. La friction
dynamique ne peut eˆtre invoque´e comme processus dominant : Colpi et al. (1999) et
Hashimoto et al. (2003) par exemple ont montre´ que la friction dynamique circularise
peu les orbites. Gill et al. (2004) mesurent un effet similaire dans quelques halos a` haute
re´solution et en suivant la trajectoire des satellites : ils imputent cette circularisation
a` l’e´volution se´culaire du halo (gain de masse par exemple) au cours de la trajectoire
des objets accre´te´s, modifiant de fait leur dynamique et leurs orbites. Si l’e´volution
temporelle de la vitesse d’accre´tion des objets refle`tent l’e´volution temporelle de leur
halo hoˆte (invoque´ comme possibilite´ dans la section 9.3.2), ce raisonnement doit pouvoir
eˆtre e´tendu plus ge´ne´ralement aux parame`tres orbitaux des objets accre´te´s et donc au
parame`tre d’impact des orbites.
Cet effet est illustre´ par la figure 9.9 donnant l’e´volution de la quantite´ Vr/V = cos Γ1
pour les particules du halo typique de´crit dans la section pre´ce´dente. Seules les particules
ayant fait deux passages au travers de R200 durant les 8 derniers milliards d’anne´es
(correspondant a` la ligne du bas de la figure 9.8) sont utilise´es. Lors de leur “chute”
dans le puit de potentiel l’ensemble de ces particules ont des vitesses hautement radiales
Vr/V ∼ 1. Apre`s leur passage au pe´ricentre et lors de leur passage en sortie du rayon
de Viriel, la distribution de Vr/V s’est conside´rablement e´largie avec des rapport de
vitesse proche de ze´ro (i.e. une trajectoire plus tangentielle) pour certaines particules.
Clairement, la traverse´e du halo circularise les orbites.
9.4 Statistiques a` 2 points de la source
9.4.1 spectre de puissance angulaire de la densite´ de flux de masse
L’objectif de cette section est de pre´senter les premiers re´sultats sur la fonction de
corre´lation angulaire d’un des moments du terme source, la densite´ de flux de masse
$ρ(Ω, t) mesure´e sur la sphe`re. Cette quantite´ est relie´e au terme source par :
$ρ(Ω, t) =
∫
dvse(v,Ω, t). (9.16)
Contraste d’accre´tion
De fac¸on ge´ne´rique, ce champ peut-eˆtre de´compose´ sur la base des harmoniques
sphe´riques:
$ρ(Ω, t) =
∑
`m
a`m(t)Y`m(Ω), (9.17)
ou` la correspondance entre coefficients a`m(t) et coefficients c`mα`′m′(t) est donne´e par
l’e´quation 42 de l’article ci-joint. A nouveau, le spectre de puissance angulaire est relie´
aux coefficients harmoniques par :
C
$ρ
` (t) =
1
4pi
1
2`+ 1
∑
m
|a`m|2. (9.18)
Comme pour le potentiel exte´rieur, les mesures de spectre de puissance ne sont pas faites
directement sur $ρ mais sur le contraste d’accre´tion de´fini par :
δ[$ρ] =
$ρ(Ω, t)− $¯ρ
〈$¯ρ〉 . (9.19)
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Figure 9.9: Illustration de l’e´volution au cours du temps du rapport de la vitesse radiale
a` la vitesse pour un halo typique. Chaque courbe repre´sente une particule
de´tecte´e sortante entre les deux derniers instantane´s de la simulation. Seules
les particules n’ayant traverse´ qu’une fois la sphe`re sont repre´sente´es. Lors
de leurs entre´es, les trajectoires sont tre`s radiales Vr ∼ V avec V < 0. En
sortie la dispersion des valeurs de Vr indique clairement que le passage au
travers du halo tend a` circulariser les trajectoires.
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Cette normalisation fait office de mise a` l’e´chelle : l’e´volution de la masse typique des
halos au cours du temps s’accompagne d’une e´volution de l’amplitude de leur accre´tion et
s’accompagne donc d’une e´volution de l’amplitude des coefficients a`m(t). Pour e´liminer
cette e´volution globale qui se fait hors de toute modification des e´chelles caracte´ristiques,
la densite´ de flux de masse est normalise´e par la moyenne d’ensemble du flux de masse
〈$¯ρ〉. Comme pour le potentiel, le choix de la moyenne d’ensemble 〈$¯ρ〉 au lieu du
flux de masse de chaque re´alisation $¯ρ, s’explique par la volonte´ d’appliquer la meˆme
normalisation a` chaque mesure de $ρ.
La de´composition harmonique normalise´e correspondante est donne´e par :
a˜`m(t) ≡
√
4pi
(
a`m(t)− δ`0a00(t)
〈a00(t)〉
)
. (9.20)
L’e´volution temporelle de 〈a00(t)〉 est la meˆme que celle du flux de masse moyen, a`
une constante pre`s, et est donc entie`rement de´crite dans la section 9.3.1. Le spectre de
puissance associe´ au contraste s’obtient en remplac¸ant a`m(t) par a˜`m(t) dans l’e´quation
(9.18).
Evolution du spectre de puissance
L’e´volution temporelle du spectre de puissance angulaire 〈〈C$ρ` (t)〉〉 est donne´e dans
la figure 28 de l’article ci-joint. Celle ci est obtenue en ajustant la distribution de C$ρ` (t)
(obtenue a` partir de l’ensemble des halos a` chaque instant) par une loi Log-Normale. La
quantite´ 〈〈C$ρ` (t)〉〉 de´signe la valeur la plus probable (ou mode) de cette distribution.
De prime abord, l’on constate que la forme du spectre de puissance reste globalement
inchange´e et est ajuste´e par une loi en ∼ 1/(p+ `)2 donne´e par l’e´quation 76 de l’article
ci-joint. Dans le meˆme temps, le spectre de puissance voit son amplitude globalement
augmenter au cours du temps, sur plusieurs ordres de grandeurs. Ceci implique que
les structures accre´te´es a` la surface du Viriel tendent a` eˆtre globalement plus denses
au cours du temps ou, plus exactement, que la variance de $ρ autour de 〈$¯ρ〉 tend a`
augmenter et ceci pour toutes les e´chelles. Compte tenu de l’e´volution du parame`tre
d’ajustement p au cours du temps, la courbe 〈〈C$ρ` (t)〉〉 tend marginalement a` s’aplanir
au cours du temps pour les petites e´chelles, impliquant que l’importance des petites
e´chelles tend a` s’accentuer comparativement aux plus grandes e´chelles. Il est a` noter que
cette e´volution est qualitativement cohe´rente avec l’e´volution du spectre de puissance du
potentiel, ψe. Cette croissance de la densite´ des fluctuations sugge`re que la contribution
d’objets petits et peu massifs (mais plus denses) augmente au cours du temps. Auquel
cas, la contribution croissante des petites e´chelles de Cψ
e
` s’explique aussi par une plus
forte proportion de potentiels confine´s et pique´s.
Ne´anmoins, il faut noter que cette e´volution des petites e´chelles peut eˆtre le re´sultat
d’un effet inde´sirable, lie´ a` la re´solution en masse des simulations. Ainsi, le spectre
de puissance mesure´ tend a` eˆtre constant pour de grands ordres `, tel que le ferait un
dirac spatial, c’est-a`-dire une particule isole´e (cf. la section 8.4). Sous cette hypothe`se,
l’e´volution constate´e de C$ρ` implique que de telles particules contribueraient de fac¸on
plus importante au cours du temps. Afin d’aborder cet effet, le spectre de puissance a e´te´
mesure´ a` t = 0.8 Gyr pour trois classes de masse diffe´rentes (figure 30 de l’article ci-joint).
Clairement, les halos les moins massifs pre´sentent un spectre de puissance d’accre´tion
plus “plat” que les halos de masse plus importantes. On rappelle que tous les halos
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se´lectionne´s ont connu des histoires d’accre´tion “calme” relativement notamment a` leur
masse et il en re´sulte que les halos les moins massifs ont connu des histoires d’accre´tion
plus douce (ce qui est confirme´ par la mesure de la MAH dans la section pre´ce´dente). En
d’autres termes, les petits halos sont davantage susceptibles de subir de faibles accre´tion,
donc moins bien re´solues en terme de particules, ce qui se traduirait par un C$ρ` plat
aux petites e´chelles angulaires. A contrario, les halos massifs subissent une accre´tion
plus importante, donc mieux re´solue spatialement, d’ou` une plus faible contribution des
particules isole´es.
Une normalisation alternative ?
Une normalisation alternative consiste de´finir le contraste de la densite´ de flux de
masse par ( voir aussi l’e´quation (9.22)) :
δ′[$ρ] =
$ρ(Ω, t)− $¯ρ
$¯ρ
, (9.21)
auquel cas la moyenne d’ensemble 〈$¯ρ〉 a e´te´ substitue´e par $¯ρ au de´nominateur.
Chaque re´alisation du champ $ρ(Ω, t) posse`de sa propre normalisation. Formellement,
ces deux choix de de´finitions de δ[$ρ] diffe`rent comme :
〈$ρ〉
〈$¯ρ〉 6= 〈
$ρ
$¯ρ
〉 (9.22)
et dans cette e´tude alternative, la de´finition du membre de droite a e´te´ retenue.
La transposition de cette de´finition dans l’espace des coefficients harmoniques est
alors :
a˜`m(t) ≡
√
4pi
(
a`m(t)− δ`0a00(t)
a00(t)
)
. (9.23)
On notera que les deux types de normalisations donnent un contraste moyenne´ sur la
sphe`re nul si l’on prend prend la moyenne d’ensemble et quelle que soit la de´finition
adopte´e. La de´finition δ′[$ρ] est particulie`rement adapte´e au cas ou` l’amplitude typique
du champ est corre´le´ avec la valeur du monopole associe´ : un contre-exemple consis-
terait en un champ dont les amplitudes caracte´ristiques serait importantes mais dont
le monopole serait statistiquement de valeur nulle ou proche de ze´ro, donc de flux net
moyenne´ nul. Dans le cadre de cette e´tude, la de´finition δ[$ρ] a e´te´ choisie a` l’origine
pour e´viter ce type de de´sagre´ments susceptibles d’engendrer des “e´ve`nements” rares
pouvant modifier non seulement les distributions de C` mais surtout les nombres car-
acte´ristiques tels que la valeur moyenne de ces distributions. De plus, dans un contexte
soit de ge´ne´ration synthe´tique de champ $ρ(Ω, t) ou de calcul de re´ponse dynamique
d’un halo soumis a` ces flux, l’utilisation de la de´finition δ′[$ρ] couple d’emble´e les coeffi-
cients a`m et les coefficients a00 tandis que la de´finition δ[$ρ] peut eˆtre simplement vue
comme un syste`me d’unite´ particulier.
L’utilisation de la de´finition δ′[ρ] pour la calcul de C
$′ρ
` conduit aux spectres de puis-
sance 〈〈C$
′
ρ
` 〉〉, pre´sente´s dans la figure D1 de l’article ci-joint. A nouveau, les distributions
de C
$′ρ
` ont e´te´s ajuste´es pour chaque pas de temps et chaque ` par une loi log-normale
et la figure D1 pre´sente la position du mode de chacun de ces ajustements. Clairement,
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le comportement de 〈〈C$
′
ρ
` (t)〉〉 est beaucoup plus re´gulier qu’auparavant avec un spectre
de puissance “le plus probable” pouvant eˆtre mode´lise´ par une loi en :
〈〈C$
′
ρ
` (t)〉〉 = 0.75`−n (9.24)
avec n ∼ 1.15 ou` aucune e´volution temporelle significative n’est de´tecte´e. De plus,
l’utilisation de cette normalisation ne conduit pas a` un effet de plateau du spectre
de puissance pour les petites e´chelles angulaires qui soit aussi fort que celui mesure´
pre´ce´demment.
L’absence d’e´volution temporelle de C
$′ρ
` sugge`re que les coefficients a`m varient sur
des temps caracte´ristiques plus long que le flux de masse moyen. En d’autres termes,
la variation mesure´e pour C
$′ρ
` n’est pas le re´sultat de l’e´volution de la re´partition des
structures a` la surface de la sphe`re mais est due a` la baisse du flux de masse moyen
qui accentue le contraste d’accre´tion. Par exemple, les distributions des C$ρ4 et C
$ρ
40
en fonction de a200 (cf. figures 11 et D2 de l’article ci-joint) montrent qu’une large
fraction des coefficients a4m et a40m ne de´pendent pas du flux de masse monopolaire
(proportionnel a` a00) en dec¸a` d’un certain seuil d’accre´tion et pour une large gamme de
flux. D’autre part, la normalisation “halo par halo” e´tire la distribution des C
$′ρ
` pour
de faibles flux. En revanche, pour des flux plus importants, la distribution des C
$′ρ
` reste
compacte en passant d’une normalisation a` l’autre. Il en re´sulte que la valeur la plus
probable de cette normalisation est domine´e par les halos a` haute accre´tion, tandis que
la normalisation originale conduit a` une valeur la plus probable de C$ρ` pour laquelle
les faibles accre´tions contribuent davantage. D’ou` une de´pendance des C
$′ρ
` en fonction
du flux plus robuste et une sensibilite´ moindre aux ine´vitable particules isole´es dans le
re´gime de faible accre´tion, responsable de l’effet de plateau pour les grands `.
Cette de´finition alternative permet de calculer la fonction de corre´lation angulo-
temporelle w′$ρ(θ, t, t + ∆t) de la densite´ de flux de masse (cf. figure D3 de l’article
ci-joint). Ce calcul n’aurait pas e´te´ possible avec la de´finition originale du contraste
d’accre´tion, au vu de l’e´volution globale du spectre puissance qui aurait gomme´ toute
fluctuation temporelle au profit de l’e´volution se´culaire. Clairement, la fonction de
corre´lation pre´sente un temps de cohe´rence plus court que la fonction de corre´lation
du potentiel. De meˆme, la taille angulaire caracte´ristique est plus petite. Ces deux
effets sont cohe´rents avec l’image d’un champ de densite´ beaucoup plus pique´ que le
champ de potentiel. Enfin il faut noter que le fort quadrupoˆle de´tecte´ pour le potentiel
ne trouve pas de contrepartie dans le champ $ρ. Ceci sugge`re que le quadrupoˆle du
champ ψe serait induit par la distribution de matie`re a` grande e´chelle et non par un
effet d’intersection par la sphe`re de mesure.
9.5 Discussion
Plusieurs points importants n’auront pas fait l’objet d’e´tudes en elles-meˆme mais ne
pourront a` l’avenir eˆtre sous-estime´s :
Classes de masse et effet de re´solution
Le premier d’entre eux est la de´pendance en masse de l’accre´tion. Clairement, un
halo tre`s massif n’aura pas la meˆme histoire d’accre´tion qu’un halo le´ger, ne serait-ce
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que parce que ces deux halos auront e´merge´ dans deux milieux diffe´rents. Dans l’e´tude
pre´sente, seule une classe de masse est e´tudie´e (∼ 5 · 1012M¯ − 1014M¯) et de´ja` de
premiers effets se font sentir, dans le spectre de puissance de la matie`re au rayon de
Viriel ou dans le degre´ d’anisotropie (voir le chapitre 6). Cet effet de classes de masse
invite a` la mise en place de loi d’e´chelles (e.g. normalisation par la masse du halo, par
le flux de masse moyen), permettant de conside´rer l’ensemble des halos pour les mesures
statistiques. La normalisation alternative sugge´re´e dans la section 9.4.1 montre que de
telles loi d’e´chelles doivent exister. D’ailleurs l’expression des vitesse ou des distances
en fonction de V200 ou R200 constitue une premie`re tentative de telles mises a` l’e´chelle
mais ces lois restent a` e´tablir en toute ge´ne´ralite´. Ne´anmoins, il n’est pas e´vident que
la mise en commun d’un ensemble de halos ame´liore la de´termination des parame`tres
de leur accre´tion. Par exemple, une proprie´te´ peut eˆtre bien de´finie au sein de trois de
classes de masses diffe´rentes, la` ou` le meˆme signal sera plus bruite´ en mettant ces trois
classes en commun. L’e´tude en classes de masses devra eˆtre mene´e, posant d’emble´e la
ne´cessite´ d’e´tudier un grand nombre de halos, via un grand volume simule´.
Les e´tudes en classes ame`nent naturellement a` se poser la question de la re´solution
en masse des simulations. Celle-ci intervient notamment en fixant le nombre de partic-
ules dont un objet accre´te´ va eˆtre forme´ et placer de fait le seuil en dec¸a` duquel une
accre´tion pourra eˆtre conside´re´e comme diffuse. Ce nombre de particules par objet est
directement lie´ aux effets de re´solution sur la sphe`re ou` l’effet de “particule isole´e” se
fait particulie`rement sentir dans les mesures de corre´lations angulaires. De plus, cet effet
est accentue´ par l’utilisation d’une description non lisse´e des particules, plus simple a`
manipuler mais qui n’est pas sans conse´quences sur certaines mesures. Une description
lisse´e des particules pourra re´duire ces effets, mais seule l’utilisation de simulations a`
plus importantes pourra permettre d’e´tudier “proprement” la convergence des mesures
en re´solution.
Flux Net
Le choix a e´te´ fait de conside´rer des flux nets lors de cette e´tude. La probabilite´
d’avoir deux particules de poids oppose´ en un meˆme point de l’espace des phases e´tant
faible, cette option n’introduit pas de biais importants dans la mesure de la source
se(Ω,v, t). L’ impact des flux nets se fait uniquement sentir sur les moments de la
source inte´gre´s sur toutes les orientations du vecteur vitesse et quand bien meˆme, seule
la distribution des vitesses Φ(v, t) ne´cessite un traitement particulier.
Toutefois, il paraˆıt clair que dans le mode`le de re´ponse du halo de´crit au chapitre 2,
seule la composante entrante doit eˆtre prise en compte. Dans l’absolu, les proprie´te´s de la
composante sortante doivent eˆtre pre´dites par la dynamique non-line´aire du halo et non
apparaˆıtre comme une contrainte aux bords supple´mentaire. De prime abord, la se´lection
sur le type de particules (entrantes/sortantes) consiste uniquement en la se´lection d’un
sous-espace particulier de l’espace des phases (Ω,v). Ne´anmoins cette simple se´lection a`
posteriori peut ne pas s’ave´rer suffisante car elle ne permet pas de discriminer la matie`re
accre´te´e pour la premie`re fois de la matie`re ayant de´ja` se´journe´ a` l’inte´rieur de la sphe`re
de Viriel. Cette se´lection ne sera possible qu’en suivant les trajectoires des particules
sur de longue pe´riodes, augmentant significativement la complexite´ du traitement, mais
dont la mise en place s’ave`rera ine´vitable.
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Mesures particulaires
L’une des spe´cificite´s de l’approche de´veloppe´e dans ce chapitre tient en la nature
halocentrique du point de vue adopte´. De fait une fraction non ne´gligeable des re´sultats
qui y sont pre´sente´s sont interpre´te´s de fac¸on qualitative et l’on tente de relier l’e´volution
des diffe´rents champs mesure´ aux proprie´te´s de´ja` connues des processus de formations
des halos. Par exemple, l’e´volution aux petites e´chelles angulaires du potentiel peut eˆtre
rapporte´e au fait que la densite´ typique des objets accre´te´s tend a` augmenter au cours du
temps. Autre exemple, l’e´volution de la distribution des parame`tres d’impacts refle´terait
une circularisation des orbites par le processus de friction dynamique. Cependant, bien
qu’e´tant des interpre´tations raisonnables, le lien direct entre les objets accre´te´s et les
flux qu’ils induisent n’a pas e´te´ totalement e´tabli au cours de l’e´tude pre´sente. De
fac¸on plus ge´ne´rale, les parts respectives des contributions du flux diffus et du flux
“satellitaires” n’ont pas e´te´ se´pare´es. Cette approche globale de l’accre´tion est un atout
lors de la mesure puisqu’elle n’introduit pas de biais lie´ a` la de´finition d’un objet, mais
elle entretient le flou lors de l’interpre´tation des proprie´te´s des diffe´rentes densite´ de flux.
La fac¸on de proce´der consiste en menant en paralle`le une e´tude de type “particulaire”
ou` les proprie´te´s du termes sources sont directement mises en regard des proprie´te´s des
satellites accre´te´s. Ceci ne´cessite l’utilisation d’un de´tecteur de sous-structures de type
ADAPTAHOP (cf. le chapitre 6), et la proce´dure sugge´re´e ici revient a` appliquer de
fac¸on ge´ne´rale le type de comparaisons “approche fluide - approche particulaire” de´ja`
re´alise´es pour l’e´tude de l’anisotropie. Par exemple, le suivi d’une accre´tion d’objet doit
eˆtre accompagne´e d’une mesure de l’e´volution du terme source qui est induit, afin de
ve´rifier les interpre´tations qui ont e´te´ propose´es pre´ce´demment. Enfin, une telle approche
permettra a` terme de discerner a` posteriori les objets virie´lise´s baignant dans le “fluide
noir” lors des mesures du terme source. Tel qu’il a de´ja` e´te´ sugge´re´ dans le chapitre 2, on
peut imaginer qu’un objet accre´te´ se traduit par une certaine signature dans le champ
de vitesse mesure´ sur la sphe`re de Viriel ou plus ge´ne´ralement comme des structures
spe´cifiques de l’espace des phases advecte´ par la source. C’est ce type de marqueurs qui
devront eˆtre e´tablis avec certitude dans l’avenir, afin de faciliter la compre´hension des
proprie´te´s des flux au rayon de Viriel.
9.6 Conclusion
Ce chapitre expose comment l’environnement d’un halo peut eˆtre caracte´rise´ statis-
tiquement par la mesure du potentiel gravitationnel dans lequel il baigne et par la mesure
du terme source de´crivant son accre´tion. Le de´tail de la mesure dans les simulations y
a e´te´ pre´sente´ ainsi que les premiers re´sultats sur les statistiques a` 1 et 2 points du
potentiel et du premier moment du terme source (la densite´ de flux de masse) ainsi que
sur les proprie´te´s cine´matiques de l’accre´tion. En particulier, les mesures sur la sphe`re
de Viriel auront montre´ que :
• le champ de mare´e exte´rieur apparaˆıt essentiellement comme un quadrupoˆle a` long
temps de cohe´rence. Cette polarisation pourrait traduire la distribution de matie`re
non sphe´rique en pe´riphe´rie du halo. Ne´anmoins, les contributions d’e´chelles plus
petites sont de´tecte´es et leur temps de cohe´rence indique une confusion des struc-
tures plus importante dans le passe´. Ces caracte´ristiques du champ de mare´e
environnant peuvent de´ja` eˆtre utilise´es pour le mode`le de re´ponse du halo (de´crit
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dans le chapitre 2), dans un re´gime de pur forc¸age gravitationnel. Par exemple, la
question de l’existence d’une polarisation typique des halos et de sa propagation
jusqu’au disque dans un halo accre´tant pourra eˆtre aborde´e.
• la structure cine´matique de la source est domine´e par l’accre´tion. Celle ci est
pre´fe´rentiellement radiale et de vitesse ∼ 0.75Vc. D’autre part, la contribution de la
matie`re e´jecte´e au travers de la sphe`re de Viriel augmente au cours du temps. Cette
matie`re posse`de une vitesse plus faible et plus tangentielle, traduisant l’impact de
la dynamique interne sur les flux matie`re. La transposition de cette diffe´renciation
cine´matique aux satellites visibles peut eˆtre envisage´e. Toutefois les effets de pro-
jection des vitesses, le passage a` la matie`re visible ainsi que l’extension de ces
re´sultats a` d’autres rayons doivent eˆtre e´tudie´s.
• la fonction de corre´lation de la densite´ de flux de masse $ρ indique une forte
contribution des petites e´chelles angulaires. L’utilisation d’un spectre de puis-
sance normalise´ halo par halo fait apparaˆıtre une forme “universelle” du spectre
de puissance de $ρ, inde´pendant du temps. Les premie`res mesures de corre´lation
angulo-temporelle, fait apparaˆıtre des temps de cohe´rence plus court pour le champ
$ρ que pour le potentiel, ce qui est attendu. Toutefois, ces re´sulats pre´sentent de
premiers effets induits par la re´solution finie des simulations et ces derniers devront
eˆtre e´tudie´s plus en de´tails a` terme.
L’objectif a` terme est d’e´tendre les mesures aux moments d’ordres supe´rieurs de
la source (flux de moment $ρv ou flux de dispersion de vitesse par exemple $ρσσ).
Combine´s a` une hypothe`se de forme pour cette dernie`re, la mesure de ces moments devra
permettre d’e´tudier plus en de´tail les proprie´te´s dans l’espace des phases de la matie`re
accre´te´e. En particulier la question de traceurs d’objets virie´lise´s dans le flux de matie`re
a` R200 pourra eˆtre aborde´e, en combinant e´ventuellement ces mesures avec des e´tudes
en termes de satellites. D’autre part, la mise en place de la mesure d’un sous-ensemble
des coefficients de projection c(t) de la source ouvre la porte a` une caracte´risation
statistique comple`te de l’accre´tion et laisse entrevoir la mise en place des applications
lie´es a` la description perturbative de la dynamique du halo (voir aussi le chapitre 2).
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ABSTRACT
In a series of three papers, we investigate statistically the interplay between environments
and dark matter haloes while focussing on the dynamical flows through the virial sphere.
Our purpose is to study the properties of an “ensemble average” galaxy while accounting
for both its cosmic history and its intrinsic characteristics. It relies on both cosmological
simulations (to constrain the environments) and an extension to the classical matrix method
commonly used in galactic dynamics (to derive the responses of halos). We concentrate in this
paper on the statistical characterization of the cosmic environments surrounding haloes while
relying on a large set of ΛCDM simulations. Paper III (Pichon & Aubert (2005)) shows how
perturbation theory allows us to propagate the statistical properties of the environment down
to an ensemble description of the dynamical response of the embedded halo.
This description relies on a “fluid” halocentric representation. The interactions between
the halo and its environment are investigated in terms of a time-dependent external tidal field
and source terms. The former accounts for fly-bys and interlopers. The latter stands for the
distribution function of the matter accreted through the virial sphere. We decouple the tempo-
ral evolution of these two quantities from their angular and velocity dependence by means of
projection on a 5D basis function for the source. We also show how the margins (flux densities
of mass, momentum and energy) provide an alternative description to the 5D projection of the
source. We discuss in details how to measure these quantities in simulations and apply the
procedure to 15 000 haloes, with masses between 5 · 1012M¯ and 1014M¯ evolving between
z = 1 and z = 0. The emphasis is put on a quantitative description of the one- and two-point
statistics of the tidal field, and of the flux density of mass, while the full characterization of
the other fields is described in paper II (Aubert & Pichon (2005)).
The net accretion decreases with time. This decline results from both an absolute decrease
of infall and from a growing contribution of outflows at the virial radius. The kinematical
properties of accretion are also investigated. Infall is mainly radial and occurring at velocities
∼ 0.75 times the virial velocity. Outflows are also detected through the virial sphere and
occur at lower velocities ∼ 0.6Vc on more circular orbits. The external tidal field is strongly
quadrupolar and mostly stationary, possibly reflecting the distribution of matter in the halo’s
near environment. The coherence time of the small scale fluctuations of the potential hints a
possible anisotropic distribution of accreted satellites. The flux density of mass at the virial
sphere is more clustered than the potential while the shape of its angular power spectrum
seems stationary. The coherence time of the flux density of mass is measured and found to be
much shorter than for the potential, as expected.
We also analyze the influence of resolution, class of mass, and selection biases. Most of
these results are tabulated with simple fitting laws and are found to be consistent with other
studies which rely on a description of accretion in terms of satellites. We explain how to re
generate synthetic flux density from one- and two-point statistics measured in our simulations.
Key words: Cosmology: simulations, Galaxies: formation, dynamics.
? E-mail: aubert@astro.u-strasbg.fr
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1 GALAXIES IN THEIR ENVIRONMENT
Examples of galaxies interacting with their environments are nu-
merous. The antennae, the cartwheel galaxy, M51 are among the
most famous ones. One of our closest neighbours, M31, exhibits a
giant stellar stream which may be associated with its satellites (e.g.
McConnachie et al. (2003)). Even the Milky Way shows relics of
past interactions with material coming from the outskirts, such as
the Sagittarius dwarf (Ibata et al. (1995)). It appears clearly that the
evolution of galactic systems cannot be understood only by con-
sidering their internal properties but also by taking into account
their environment. From a dynamical point of view for example it
is still not clear if spirals in galaxies are induced by intrinsic unsta-
ble modes (e.g. Lynden-Bell & Kalnajs (1972), Kalnajs (1977)) or
if they are due to gravitational interactions with satellites or other
galaxies (e.g. Toomre & Toomre (1972)). Similarly, normal mode
theories of warps have been proposed (Sparke & Casertano (1988),
Hunter & Toomre (1969)) but failed to reproduce long-lived warps
in a live halo for example (e.g. Binney et al. (1998)). Since warped
galaxies are likely to have companions (Reshetnikov & Combes
(1998)), it is natural to suggest satellite tidal forcing as a generat-
ing mechanism (e.g. Weinberg (1998), Tsuchiya (2002)). Another
possibility is angular momentum misalignment of infalling material
(e.g. Ostriker & Binney (1989), Jiang & Binney (1999)). The exis-
tence of the thick disk may also be explained by past small mergers
(e.g. Velazquez & White (1999), Quinn et al. (1993), Walker et al.
(1996)). Conversely, very thin disks put serious constraints on the
amplitude of the interactions they may have experienced in the past.
On a larger scale, dark matter halos are built in a hierarchical
fashion within the CDM model. Some of the most serious chal-
lenges that these models are now facing (the over production of
dwarf galaxies in the local group (e.g. Moore et al. (1999), Klypin
et al. (1999)), the cuspide crisis of NFW-like halos (e.g. Flores
& Primack (1994), Moore (1994)), the over-cooling problem and
the momentum crisis for galactic disks (e.g. Navarro & Steinmetz
(1997)) occur a these scales; it is therefore important to study the
effects of the cosmological paradigm on the evolution of galaxies
in order to address these issues. In fact, their properties naturally
present correlations with their environments. For example Tormen
(1997) showed that the shape of halos tends to be aligned with the
surrounding satellites’ distribution. Also, the haloes spin is sensi-
tive to recently accreted angular momentum (e.g. van Haarlem &
van de Weygaert (1993), Aubert et al. (2004)). More generally, ha-
los inherit the properties of their progenitors.
At this point, a question naturally arises, namely ‘what is the
dynamical response of a galactic system (halo+disk) to its environ-
ment ?’ One way to address this issue is to compute high resolu-
tion simulations of galaxies into a given environment (e.g. Abadi
et al. (2003), Knebe et al. (2004), Gill et al. (2004)). However, if
one is interested in reproducing the variety of dynamical responses
of galaxies to various environments, the use of such simulations
would be tedious. We suggest an alternative way to investigate this
topic, which should complement both high resolution simulations
and large cosmological simulations. In a series of three papers, we
describe an hybrid approach in order to investigate the interplay
between environments and haloes. It relies on both cosmological
simulations (to constrain the environments) and on a straightfor-
ward extension of the classical tools of galactic dynamics (to derive
the haloes’ response). The purpose of the current paper (paper I) is
to set out a framework in which to describe statistically the environ-
ments of haloes and present the first results on the tidal field and the
flux density of matter. Paper II (Aubert & Pichon (2005), in prep.)
will provide a complete description of the environments relying on
a large set of cosmological simulations. Paper III (Pichon & Aubert
(2005), in prep.) will describe the analytic theory which allows to
assess the dynamics of haloes in the open, secular and non-linear
regimes.
1.1 Galactic infall as a cosmic boundary
Clearly a number of problems concerning galactic evolution can
only be tackled properly via a detailed statistical investigation. Let
us briefly make an analogy with the cosmological growth of density
fluctuations. Under certain assumptions, one can solve the equa-
tions of evolution of those over-densities in an expanding universe
(e.g. Peebles (1980), see Bernardeau et al. (2002) for an extensive
review). Their statistical evolution due to gravitational clustering
follows, given the statistical properties of the initial density field.
For example, the power spectrum, P(z, k), may be computed for
various primordial power spectra, Pprim(k), and for various cos-
mologies. In other words, the statistical properties of the initial
conditions are propagated to a given redshift through an operator
ℵ given by the non-linear dynamical equations of the clustering:
P(z, k) = ℵ(Pprim(k), z) . (1)
In a similar way, how would the statistical properties of en-
vironments be propagated to the dynamical properties of galactic
systems? This is clearly a daunting task: the previous analogy with
the cosmological growth of perturbation is restricted to its princi-
ple. For example the assumption of a uniform and cold initial state
cannot be sustained for galaxies and haloes. While spatial isotropy
is clearly not satisfied by disks, and hot, possibly triaxial haloes, the
velocity tensor of galaxies may also be anisotropic. Environments
share these inhomogeneous and anisotropic features since they are
also the product of gravitational clustering and cannot be simply
described as Gaussian fields. These boundary conditions are not
pure ‘initial conditions’ since they evolve with time and in a non-
stationary manner (e.g. the accretion rate decreases with time). A
whole range of mass must be taken into account, each with differ-
ent statistical properties. Finally, trajectories cannot be considered
as ballistic (even in the linear regime) and must be integrated over
long periods. Notwithstanding the above specificities of the galactic
framework, two questions have to be answered:
(i) What is the ‘galactic’ equivalent of Pprim(k), i.e. how to de-
scribe statistically the boundary conditions ?
(ii) What is the ‘galactic’ equivalent of ℵ, i.e. how to describe
the inner galactic dynamics ?
The second point will be addressed extensively in paper III
and is briefly introduced in section 2 in the linear regime. In that
paper, we show how a perturbative theory can describe the dynam-
ics of haloes which experience both accretion and tidal interactions
(see also Aubert et al. (2004)). Within this formalism, the envi-
ronment is described by the external gravitational potential and a
source function. The former describes fly-bys and the tidal field of
neighbouring large scale structures. The latter describes the flows
of dark matter, i.e. the exchanges of material between the halo and
the ‘inter-halo’ medium. The knowledge of these two quantities
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fully characterizes the boundary condition. We concentrate here
on well- formed haloes which do not undergo major merger be-
tween z = 1 and z = 0. This bias is consistent with a galacto-
centric description in which a perturbative description of the inner
dynamics is appropriate and we explicitly ignore equal mass merg-
ers. As briefly explained in section 2, this formalism provides a
link between the statistical properties of environments to the sta-
tistical distributions of the responses of haloes: we shall refer to
this link as statistical propagation. In this manner, the distribution
of haloes dynamical state can be directly inferred from the statisti-
cal properties of environments, without relying on the follow-up of
individual interacting haloes. The observed distributions of dynam-
ical features provides information on the cosmic boundaries which
influence haloes. This, together with the perturbative formalism de-
scribed in paper III allows us to address statistically the recurrent
‘nurture or nature’ problem of structure formation within galactic
systems. All processes which depend critically on the geometry of
the interactions can be tackled in this framework. In contrast to
what was stressed in Aubert et al. (2004) we will here ignore all
departure from angular isotropy on the sphere, and postpone its im-
plications to the discussions in section 7.
The statistical propagation relies on the knowledge of the
properties of the environment. Characterizing the environment is
the topic of this paper and paper II. This ‘condition’ is stated by the
first point mentioned above. This question is investigated here using
a large set of simulations, where each halo provides a realization of
the environment. From this large ensemble of interacting haloes,
we aim at extracting the global properties of their ’cosmic neigh-
bourhood’. Such a task requires an appropriate description of the
source and the surrounding tidal field. It is the purpose of this work
to implement such a description which should both provide insight
on the generic properties of cosmic environments and be useful in
a ‘dynamical’ context. Specifically, we present a new method to
constrain the exchanges between the halo and its neighbourhood,
via the properties of accretion and potential measured on the virial
sphere. The advantages, specificities and caveats (and the tricks we
implemented to overcome them) provided by this halocentric ap-
proach will be presented here.
As shown in the following sections, the source function is
given by the phase space distribution function (DF hereafter) of
the advected material. As a consequence, its full characterization is
a complex task since it involves a 5-dimension space. The charac-
terization of the source is based upon the projection of its DF on
a suitable 5D basis. In particular, we show how such a description
can be used to constrain the kinematic properties of accretion by
dark matter haloes in cosmological simulations. The detailed sta-
tistical characterization of the source is postponed to paper II. We
also present an alternative description of the source, which relies
on flux densities through the virial sphere, i.e. the moments of the
source DF. Even though it is less suited to the dynamical propa-
gation, this alternative description is easier to achieve numerically
and to interpret physically. In particular, it illustrates how the source
term may be characterized statistically via its moments. We show
how these flux densities can be related to the 5D projection of the
source and we present the one- and two-point statistics of the flux
densities of mass through haloes in simulations. We also describe
how the effect of external potential can be reprojected inside the
halo through Gauss’s theorem while knowing its properties on the
virial sphere. The potential’s one- and two- points statistics are also
investigated around simulated haloes and interpreted.
We will finally provide in Section E means of regenerating
such flows ab initio from its tabulated statistical properties.
The outline of the paper is the following: Section 2 presents
briefly the dynamics of open collisionless systems and states the
principle of statistical propagation. Section 3 presents the proce-
dure we used to compute the source term, and illustrates its imple-
mentation on a given halo. The simulations and the corresponding
selection biases of our sample are then described in section 4. Sec-
tion 5 and 6 present the statistical measurements for one- and two-
point statistics respectively. Discussion and conclusions follow in
section 7.
2 DYNAMICS OF OPEN NON-COLLISIONAL SYSTEMS
The exchanges occurring between a halo and its environment can
be characterized in several ways. One of the best methods involves
building a merger tree where the whole history of formation of a
halo is expressed in terms of its progenitors’ global properties (e.g.
Lacey & Cole (1993), Kauffmann & White (1993), Somerville &
Kolatt (1999)). While well suited to study the evolution of those
characteristics, it cannot be directly applied to predict in details the
haloes’ inner dynamic because of the lack of spatial information
on these interactions. One could track the whole (six dimensional)
phase-space history of all the progenitors, but not only would it
be difficult to store in practice, it would also not give information
on the influence of large scale structures through their gravitational
potential. In the present paper, we propose to measure the relevant
quantities on a surface at the interface between the halo and the
intergalactic medium. Accretion is described as a flux of particles
through the haloes’ external boundaries.
This section presents an extension of the formalism devel-
oped by e.g. Tremaine & Weinberg (1984) and Murali (1999) to
open spherical collisionless systems. The dynamics of a dark matter
spherical halo is obtained by solving the collisionless Boltzmann
equation coupled with the Poisson equation:
∂tF+ v · ∂rF−∇Ψ · ∂vF = 0 (2)
∆Ψ = 4piG
∫
d3vF(v). (3)
where F(r, v, t) is the system’s distribution function coupled to
Ψ(r, t) ≡ ψ+ ψe, the total gravitational potential (self-gravitating
+ external perturbation). Note that, in a somewhat unconventional
manner, ψe refers here to the external potential, i.e. the tidal poten-
tial created by the perturbations outside the boundary. The gravi-
tational field of incoming particles is accounted for by the source
term. Equation (2) coupled with Hamilton’s equations is a conser-
vation equation:
∂tF+ ∇˜(uF) = 0, (4)
where u ≡ (v,−∇Ψ) and ∇˜ ≡ (∂r, ∂v). As a consequence, con-
sidering a ‘source of material’ described by fe(w) located on a
surface S(w) implies:
∂tF+ ∇˜(uF) = −δD(S(w)− a)u ·
∇S
|∇S| fe(w), (5)
where w ≡ (r, v) describes the phase space and a defines the sur-
face boundary of the studied system (here δD stands for the Dirac
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delta function). If we define this boundary as a spherical surface
with radius R, then equation (5) becomes (e.g. Appel (2002)):
∂tF+ ∇˜(uF) = −δD(r− R)vr fe(w) (6)
= −δD(r− R)se(w). (7)
The function se will be hereafter referred to as the ‘source’ func-
tion. Formally the r.h.s. of equation (7) can be seen as an additional
local rate of change of the system’s distribution function. Note that
equation (7) involves the external potential, ψe, via u.
2.1 Moments of the source term
Integrating equation (7) over velocities leads to the mass conserva-
tion relation:
∂tρ+∇(vρ) = −δD(r− R)(ρvr)e ≡ −δD(r− R)vρ, (8)
where the source appears as an external flux density of matter
(ρvr)e or vρ. Taking the next moment of equation (7) leads to the
Euler-Jeans Equation:
∂tρv+∇ · (ρvv) + ρ∇Ψ = −δD(r− R)(ρvrv)e, (9)
where the source adds a flux density of momentum, vρv, to the con-
ventional Jeans equation. Taking the successive moments of equa-
tion (7) will generically include a new term in the resulting equa-
tions.
2.2 Propagating the dynamics
Following Tremaine & Weinberg (1984), equation (7) can be solved
along with Poisson’s equation in the regime of small perturbations.
We define the system’s environment by the external perturbative
potential ψe(r, t), and the source se(r, v, t). Given this environ-
ment, the system’s linear potential response ψ(r, t) can be com-
puted. Writing the following expansions:
ψ(r, t) = ∑
n
an(t)ψ[n](r), (10)
ψe(r, t) = ∑
n
bn(t)ψ[n](r), (11)
se(r, v, t) = ∑
n
cn(t)φ[n](r, v), (12)
where φ[n](r, v) and ψ[n](r) are suitable basis functions, and solv-
ing the Boltzmann and Poisson’s equation for an, one finds (Aubert
et al. (2004)):
a(t) =
∫ ∞
−∞
dτK(τ − t) · [a(τ) + b(τ)] +H(τ − t) · c(τ). (13)
The kernels K and H are functions given in the appendix (equa-
tions (G2)-(G4)) of the equilibrium state distribution function, F0,
and of the two basis, φ[n](r, v), and ψ[n](r) only. As a conse-
quence, they may be computed once and for all for a given equi-
librium model. Since the basis function, ψ[n], can be customized to
the NFW-like profile of dark matter haloes, it solves consistently
and efficiently the coupled dynamical and field equations so long
as the entering fluxes of dark matter amount to a small perturbation
in mass compared to the underlying equilibrium.
Assuming linearity and knowing K and H, one can see that the
properties of the environments (through b and c) are propagated
exactly to the inner dynamical properties of collisionless systems.
Note in particular that the whole phase space response of the halo
follow from the knowledge of a. For example, taking the temporal
Fourier transform of equation (13), the cross correlation matrix is
easily deduced:
〈aˆ · aˆ∗> 〉 = 〈(I− Kˆ)−1 ·
[
Kˆ · bˆ+ Hˆ · cˆ
]
·[
Kˆ · bˆ+ Hˆ · cˆ
]>∗ · (I− Kˆ)−1∗> 〉 , (14)
where xˆ = xˆ(ω) is the Fourier Transform of x(t). The environ-
ment’s two-point statistic, via 〈bˆ · bˆ∗> 〉, 〈cˆ · cˆ∗> 〉 and 〈bˆ · cˆ∗> 〉,
modifies the correlation of the response of the inner halo.
Linear dynamics do not take into account the effects of the per-
turbation induced by dynamical friction. More generally the damp-
ing of incoming fluxes will ultimately require non-linear dynamics
(since the relative temporal phases of the infall do matter in that
context). It is also assumed in equation (13) that the incoming ma-
terial does not modify the equilibrium state of the system. The sec-
ular evolution of the system should also be ultimately taken into
account, through a quasi-linear theory for example. These issues
are addressed in paper II.
Let us emphasize that, since the addressed problem is lin-
ear, the expression, equation (13), can be recast into a formulation
which only involve an ‘external potential’, namely the sum of ψe
and the potential created by the entering particles described by se.
While formally simpler at the linear deterministic level, this alter-
native formulation does not translate well non-linearly or statisti-
cally (since it would require the full knowledge of the perturbation
everywhere in space in a manner which is dependent upon the inner
structure of the halo).
In the following sections, our aim is to describe how the two
fields ψe(r, t) and se(r, v, t) can be obtained from haloes in cosmo-
logical simulations. Then we will show how to characterize their
statistical properties as a function of time via their expansion coef-
ficients , bn(t) and cn(t).
2.3 Convention and notations
In what follows, we will characterize the properties of 2 fields,
either angularly, kinematically, statistically or temporally, or any
combination (for various classes of masses). The underlying prob-
ability distributions are sometimes very skewed (when, e.g. cor-
responding to strong or weak accretion event around massive or
smaller haloes), which requires special care when attempting to de-
fine statistical trends. For a given field, X, we will introduce the
following notations for clarity:
X ≡ 1
4pi
∫
X(θ, φ)d sin(θ)dφ , (15)
which represents the angular average of X over the sphere. Alter-
natively, we define the temporal average over ∆t as:
X ≡ 1
∆T
T∫
0
X(t)dt . (16)
Finally we define the ensemble average as
〈X〉 ≡
∫
F (X)dX = E{X} , (17)
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where F is the probability distribution of X. Here E{X} stands
for the expectation of X. In practice, in section 4, an estimator for
ensemble average of X measured for N haloes is given:1
〈X〉N =
1
N
N
∑
i
Xi . (18)
We also define 〈〈X〉〉 as the mode (or most probable value) of the
fitting distribution of F.
All external quantities, (flux densities, potential, etc) will be
labelled as Xe. We will introduce moments of the source over ve-
locities, which correspond to flux densities, noted vX and their cor-
responding fluxes, noted ΦX . Table (3.3) gives a list of such flux
densities, flux pairs. Finally the harmonic transform of the field, X,
will be written as aX`,m and its corresponding power spectrum C
X
` ,
while the parameters relative to fitting the statistics of the field will
be written as qX . Note that we also introduce the contrast of the
field, X as
δX ≡
X − X
〈X〉 , (19)
and its corresponding harmonic transform, a˜X`m.
3 THE SOURCE OF INFALL
Let us first describe our strategy to fully characterize the source
of cosmic infall at the virial radius via collisionless dark matter
simulations, and enumerate the corresponding biases. We will in
particular illustrate our procedure on a template halo.
3.1 Describing the source
As argued in section 2, computing the response of an open system
to infalling material requires the knowledge of the source function,
se(r, v, t). Given the particles accreted by a halo, one possibility in-
volves storing those phase-space properties for all particles. While
feasible for a limited number of haloes, this task would become
rapidly intractable for our large number of simulations. In order
to compress the information, the accreted distribution function is
projected here on a basis of function, following equation (12).
Since the measurement is carried at a fixed radius, the phase
space is reduced from six to five degrees of freedom: two for the an-
gular position on the sphere, described by two angles, (θ, φ) ≡ Ω,
and three for the velocity space described in spherical coordinates
by (v, Γ1, Γ2) = (v, Γ), where v is the velocity modulus and Γ are
the two angles describing its orientation (see figure 1). The angle
Γ1 indicates how radial is the velocity, with Γ1 > pi/2 for infalling
dark matter and Γ1 < pi/2 for outflows. Γ2 indicates the orienta-
tion of the infall’s tangential motion.
Recall that the two fields, cn (hence se(Ω, Γ, v, t)) and
bn (hence ψe(Ω, t)) are respectively five-dimensional and two-
dimensional (as a function of mass and time). Note also that both
se and ψe are statistically stationary with respect to Ω, while se is
partially isotropic and not stationary with respect to Γ; neither ψe
and se are stationary with respect to cosmic time.
1 An alternative would be to weight the sum by the relative number of
objects in each halo, hereby downweighting light haloes. We found that this
alternative estimator did not significantly affect our measurements
Figure 1. The anglesΩ and Γ. The dot indicates the position of the particle
on the sphere. The dashed ellipse represents the plane which contains both
the particle and the sphere center. X and Z are arbitrary directions defined
by the simulation box. (θ, φ) = Ω are the particle’s angular coordinates
on the sphere. Γ = (Γ1, Γ2) define the orientation of the particle’s velocity
vector (shown as an arrow).
3.1.1 Harmonic expansion of the incoming fluxes
The Ω and Γ dependence are naturally projected on a basis of
spherical harmonics, Y`,m(Ω) and Y`′ ,m′ (Γ). The velocity ampli-
tude dependence is projected on a basis of Gaussian functions,
gα(v) with means µα and a given r.m.s. σ. One can write:
φ[n](r, v) = Ym(Ω)Ym′ (Γ)gα(v) , (20)
where n ≡ (`,m, α, `′,m′) = (m, α,m′). The expansion coeffi-
cients, cmαm′ (t) are given by:
cmm′α(t) = (G
−1 · smm′ )α. (21)
where:
(smm′ )β =
∫
dΩdΓdvv2gβ(v)Y
∗
m(Ω)Ym′ (Ω)s
e(v,Ω, Γ, t), (22)
given
Gα,β =
∫
dvv2gα(v)gβ(v). (23)
Note that the expansion in equation (12) involves 5 indices span-
ning the 5-dimensional phase space, while the expansion in equa-
tion (10) only involves 3 indices. This description of the source
term is reduced to a set of coefficients which depends on time
only. Furthermore this procedure requires to parse the particles only
once, and all the momenta (e.g. mass flux density, PDF of impact
parameter ...) of the source terms can be computed directly from
these coefficients. As a consequence, the statistics of momenta fol-
low linearly from the statistics of coefficients only, as shown in
section 4.
3.1.2 Harmonic expansion of the external potential
Let us call b′`m(t) the harmonic coefficients of the expansion of the
external potential on the virial sphere. Following Murali (1999),
we expand the potential over the biorthogonal basis, (u`mn , d
`,m
n ),
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so that
ψe(r,Ω, t) = ∑
n,`,m
b′`m(t)Y
m
` (Ω)
(
r
R200
)`
,
= ∑
n
bn(t)ψ[n](r) , (24)
where ψ[n](r) ≡ Ym` (Ω)u`mj (r). The first equality in equation (24)
corresponds to the inner solution of the three-dimensional potential
whose boundary condition is given by Y`m(Ω)b′`m on the sphere
of radius R200 (defined below). Since the basis is biorthogonal, it
follows that
bn(t) =
(∫
d`mn (r)
(
r
R200
)`
dr
)
b′`m(t) . (25)
It is therefore straightforward to recover the coefficient of the 3D
external potential from that of the potential on the sphere.
3.2 From simulations to expansion coefficients
Once a halo is detected, its outer ‘boundary’ is defined as a sphere
centred on its centre of mass with a radius, R200 (or Virial radius),
defined implicitly by 3M/(4piR3200) = 200ρ0. This choice of ra-
dius is the result of a compromise between being a large distance
to the halo centre, to limit the contribution of halo’s inner material
to fluxes, and being still close enough to the halo’s border, to limit
the simulation’s fraction to be processed and avoid contributions of
fly by objects.
The time evolution of accretion is measured backwards in time
by following the biggest progenitor of each halo detected at red-
shift z = 0. We then store the positions and velocities of particles
passing through the virial sphere between snapshots. All positions
are measured relative to the biggest progenitor centre of mass while
velocities are measured relative to its average velocity, for each red-
shift z. In one of the simulation described below, we compared the
total comoving drift distance of the centre of mass to the distance
between the halo’s position between z=1 and z=0. The haloes were
chosen to satisfy the criteria described in Section 4.2. We found
that the scattering of the motion of the centre of mass represents
less than 10 % of the distance covered in 8 Gyrs. The biggest pro-
genitor centre of mass appear stable enough to be a reference.
Sticking to the previous definition of R200 would imply a
changing outer boundary and an ‘inertial’ flux through a moving
surface would have to be taken into account. To overcome this
effect, we choose to keep the sphere constant in time at a radius
equals to R200(z = 0). This choice corresponds to a reasonable
approximation since the actual virial radius does not change sig-
nificantly with time for a reasonably smooth accretion history. As
shown in figure 2 the virial radius at z = 1 is only 20% smaller than
R200, measured at z = 0. Larger haloes have larger variations but
the median value of the difference between the two radii remains
smaller than 30% for final masses smaller than 1014M¯. Finally,
measurements were done using physical coordinates (and not co-
moving coordinates). These choices were partly guided by the fact
that they simplify future applications of these results to the inner
dynamic of the haloes (see paper III).
3.2.1 Sampling on the sphere
As shown in section 2, we have
Figure 2. Top: the distribution of the ratio between the virial radius mea-
sured at z = 1 and at z = 0. Bottom: the distribution of R200(z =
1)/R200(z = 0) as a function of the halo’s final mass. Each point represent
one halo. Symbols stand for the median value of R200(z = 1)/R200(z = 0)
in 6 different classes of masses. Bars stand for the interquartile. The two
measurements were performed on 9023 haloes which satisfy the selection
criteria defined in section 4.2.
se ≡ f (r, v, t)vr =∑
i
δ3D(r− ri(t))δ3D(v− vi(t))vr,i. (26)
Switching to spherical coordinates leads to:
se =
N
∑
i
δD(R200 − ri(t))
R2200
δD(v− vi(t))
v2
× (27)
δD(Ω−Ωi(t))
sinΩ1
δD(Γ− Γi(t))
sin(Γ1)
vr,i(t), (28)
where i is the particle index. Now:
vr,iδD(R200 − ri(t)) = ∑
k
vr,k,i
∣∣∣∣dtdr
∣∣∣∣ δD(t− t200,k,i) ,
= ∑
k
wk,iδD(t− t200,k,i) , (29)
where t200,k,i corresponds to the k-th passage of the i-th particle
through the virtual boundary R200 (and vr,k,i the corresponding ra-
dial velocity). In our conventions, the weight function wk,i takes
the value 1 if the particle is entering and -1 if it is exiting the virial
sphere. Given that our time resolution is finite, let us consider a
time interval ∆T around t and define the average phase space flux
density over ∆T:
se(t) ≡ 1
∆T
∫ t+∆T
t
dτse(τ). (30)
Equation (28) becomes:
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Figure 3. The distribution of interpolated radial velocities vr of particles
passing through the virial radius. Those particles were taken from the whole
history of accretion of a typical halo (R200 = 860 kpc, M(z = 0) =
3 · 1013M¯). Entering particles (solid line) vr < 0 while exiting particles
(dashed line) have vr > 0, as it should be.
se(t) =
N
∑
i,k
δ(v− vi,k)
v2∆T · R2200
δ(Ω−Ωi,k)
sinΩ1
δ(Γ− Γi,k)
sin(Γ1)
wi,k. (31)
The simulations were sampled in time regularly in ln(z) (i.e.
∆ ln(z) = constant). From z = 2 to z = 0.1, 23 snapshots were
taken (and a z = 0 snapshot was added to the sample). If ∆t is
small, the sum over k should mostly involve one passage, i.e. :
se(t) ∼ 1
∆T · R2200
N
∑
i
δ(v− vi)
v2
δ(Ω−Ωi)
sinΩ1
δ(Γ− Γi)
sin(Γ1)
wi. (32)
Now these measurements only give access to (v,Ω, Γ) at fixed red-
shift, z, every varying ∆z. Consequently, we need to interpolate
these values at the sought t200,i approximated by:
t200,i = ti(zn) +
t(zn+1)− t(zn)
ri(zn+1)− ri(zn)
(R200 − ri(zn)). (33)
Given these ‘crossing’ times, the positions, r, and velocities, v, are
also linearly interpolated. For instance, one gets for the x compo-
nent of the velocity:
vx,i(t200) = vx,i(zn)+
vx,i(zn + 1)− vx,i(zn)
t(zn+1)− t(zn)
(t200− t(zn)).(34)
Such an interpolation is not strictly self-consistent since a ballistic
motion requires a constant velocity along the trajectory. The worst-
case scenario would correspond to particles which have entered the
virial sphere with an outflowing velocity vector and vice-versa. As
a simple but important check, we plotted the distribution of inter-
polated radial velocities (see Fig. (3)). Those were computed from
the whole history of accretion of a typical halo (R200 = 860 kpc,
Mz=0 = 3 · 1013M¯). The two types of particles (entering/exiting)
are confined in their radial velocity plane: entering (resp. exiting)
particles have negative (resp. positive) radial velocities. Velocities
are correctly interpolated. It also means that our time steps are
small enough to ensure a small variation of positions/velocities of
particles, validating a posteriori our assumptions. A fraction of ex-
iting particles do have a negative radial velocity but represent less
Figure 4. The impact of time averaging on the measured scales of dark
matter passing through the sphere. On the left, time-position diagram of
dark matter (black ellipses) as it passes through the sphere. Time integration
is performed during ∆T (the two horizontal lines). On the right the accreted
dark matter as seen on the sphere. A longer integration time increases the
length scale of the incoming blob. If ∆T gets very large, different blobs may
be seen as one (upper diagram).
than a few percent of the total population. For safety, those particles
are rejected from the following analysis.
One should note that the measured angular scales are sensitive
to the time sampling (see Fig. (4)). Increasing the sampling time
tends to increase the apparent size of objects as measured on the
sphere. Since this increase depends on the shape or the orientation
of the objects, this effect cannot be simply time-averaged. As a con-
sequence, a varying time step would induce a variation of typical
spatial scale. The interpolation given by equation (33) allows also
for a constant time step resampling of the source term se. We shall
now drop the reference to the time average from now on.
Given equation (31), computing the expansion coefficients of
se is straightforward:
cmα,m′ =
(
G−1
N
∑
i
wi
g(vi)Y∗m(Ωi)Y∗m′ (Γi)
∆T · R2200
)
α
. (35)
We expect the above procedure to be more accurate than the strat-
egy presented in Aubert et al. (2004), where the flux densities were
smoothed over a shell of finite thickness (R200/10).
The harmonic expansion b′m of the external potential
ψe(R200,Ω) is computed directly from the positions of external
particles (e.g. Murali & Tremaine (1998)):
b′`,m(t) = −
4piG
2`+ 1
N
∑
j
Y∗`m(Ωj(t))
R`200
r`+1(t)j
, (36)
where rj andΩj are the distance and the two angles defining the po-
sition of the j-th external particles. The quantities rj(t) andΩj(t) at
time t are obtained by linear interpolation between two snapshots.
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Using equation (24), ψe(r < R200,Ω) can be reconstructed from
b′m coefficients.
3.3 From flux densities to the 5D source
The description of the source term se involves time-dependent coef-
ficients c`mα`′m′ (t). Their computation from the particle coordinates
is quite straightforward and as shown in the previous sections, the
different margins can be recovered through the manipulation of
these coefficients. Still, a projection of the source on an a priori
basis is a complex operation. Here this projection aims at describ-
ing a 5D space for which little is known. As shown in the following
sections, the distribution of incidence angles is quite smooth, while
the distribution of velocities appears to be easily parametrized by
Gaussians. The 5D basis presented in the current paper induces lit-
tle bias, but it is very likely that a more compact basis exists and
that the size of the expansions we chose can be reduced in the fu-
ture.
Because of this large amount of information contained in the
source, it is not always convenient to relate coefficients or their
correlations to physical quantities, like the mass flux or the flux
density of energy. An alternate description of the source term was
presented in Aubert et al. (2004) with the following ansatz:
se(r, v, t) =∑
m
Ym(Ω)
vˆρ,m(2pi)−3/2
det|vˆρσσ,m/vˆρ,m| × (37)
exp
[
−1
2
(
v− vˆρv,m
vˆρ,m
)> (
vˆρσσ,m
vˆρ,m
)−1 (
v− vˆρv,m
vˆρ,m
)]
.
This representation of the source is by construction consistent
with the first two velocity moments:∫
d3vse(r, v) = vρ(r) ,
∫
d3vvse(r, v) = vρv(r) , (38)
while ∫
d3v(vi −
vρv,i
vρ
) (vj −
vρv,j
vρ
)se(r, v) =
vρσiσj (r)−
vρv(r)2
vρ(r)
+∑
m
Ym(Ω)δ(r− R200)
vˆρv,m(t)2
vˆρ,m(t)
,
≈ vρσiσj (r). (39)
Obviously, the third moment is not fully recovered from the Ansatz
given by equation (38). This example should be taken as an illus-
tration and highlights the possibility of building a source term from
its moments. It is not unique and more realistic expressions which
satisfies higher moments of the source could be found. Still, the
successive measurements on the sphere of the flux density of mass
vρ, momentum vρv and velocity dispersion vρσσ allow a coher-
ent description of the infall of matter. Unlike the coefficients, these
flux densities are easier to interpret since they describe physical
quantities and are directly involved in specific dynamical processes
(see table 3.3). Furthermore, these three flux densities are easily ex-
pressed in terms of coefficients c`mα`′m′ (t), or more precisely in terms
of a subset of the source’s coefficients, implying a smaller num-
ber of computations relative to a complete calculation of c`mα`′m′ (t).
Finally these flux densities are particularly suited to the regenera-
tion of synthetic environments. As shown in appendix E, synthetic
spherical maps can be generated from the two-point correlations
and cross-correlations of these fields. Such environments would be
consistent with the measurements in simulations and will allow us
to easily embed simulated galaxies or haloes in realistic environ-
ments as a function of time.
The expression given in equation (38) has one important
drawback: it is not of the form of equation (12), i.e. it would require
a reprojection over a linear expansion for a dynamical propagation.
Nevertheless, its compacity makes it easier to compute than the
full set of coefficients and the associated strategy would be 1) to
measure the flux densities from the simulation, 2) build a source
term from e.g. the Equation (38) and 3) project over an appropriate
5D basis when needed, i.e. when the source is used as an input to
the analytic description of the haloes dynamics.
The following sections will make intensive use of the coeffi-
cients described by the equation (35) and equation (36). In particu-
lar, we will show how the manipulation of these coefficients allow
to recover relevant physical quantities. In the current paper, only
the first moment of the source, the flux density of mass vρ together
with the external potential, will be fully assessed. We will in partic-
ular investigate the kinematical properties of the accreted material.
The complete characterization of the c(t) coefficients is beyond the
scope of the current paper and will be addressed in paper II. The
full measurements of these 11 fields required by Eq. 38 and the
comparisons between the two expressions of the source will also
be assessed in paper II. We describe in appendix F1 and F2 how the
other moments, the flux density of momentum vρv or the flux den-
sity of energy vρσ2 may be recovered from the source expansion.
3.4 A template halo
Let us first apply the whole machinery to one typical halo as
an illustration. At z=0, this ‘template’ halo has a mass M of
3.4 · 1013M¯, with a virial radius R200 of 800 h−1 kpc. The corre-
sponding circular velocity is Vc0 = 600 km/s.
Its accretion history is shown in figure 5 for z < 1. Each point
on the azimuth-time diagram represents one particle of the simu-
lation passing through the virial sphere at a given azimuth and at
a given time. Temporal space has been sampled using 15 equally
spaced bins between z=1 and z=0 (see bottom panel in figure 5).
For each time step, the expansion coefficients cm′α,m(t) are com-
puted from equation (35). The Gaussian basis gα(v) involved 25
functions with means µα equally distributed from v=0 to v=1.5 in
Vc0 units and with an r.m.s σ = 0.03. The harmonic expansions
were carried up to ` = 50 in position space and up to `′ = 25 in
velocity space.
3.4.1 Advected mass: angular space (vρ)
Our template halo accretes an object at ts=11 Gyr (where t=14 Gyr
stands for z=0) adding 7.5 · 1012M¯ to the system during a∼ 1Gyr
interval. The corresponding spherical flux density field, vρ(Ω, ts)
is shown in Fig. (6). It represents the distribution of accreted parti-
cles as seen from a halo-centric point of view. The field vρ(Ω, ts)
has been reconstructed from the coefficients (see equation (35)).
We have:
vρ(Ω, t) =
∫
dΓdvv2se(v,Ω, Γ, t) =∑
m
am(t)Ym(Ω). (40)
Since
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flux density , v Flux, Φ Motivation
Mass ρvr dm/dt heating & cooling,
Angular momentum ρvr r× v dL/dt warp, shape of haloes,
Kinetic energy ρvr σiσj dE/dt virialized objects,
Shear ρvr∂vj/∂xi dc/dt tidal field,
Vorticity ρvr∇× v dω/dt anisotropic accretion.
Table 1. Description of the various flux densities. The first 10, together with the external potential are sufficient to characterize
fully the environment as shown in Section 3.3.
Figure 5. An example of accretion history. Top : Azimuth-time diagram.
Each point in the diagram represents one particle passing through the virial
sphere at a given azimuth (y-axis) at a given time measured from the Big-
Bang (x-axis). Bottom: the distribution of particles’ crossing instants (in
black). Time increases from left to right. The infalling (resp. outflowing)
particles distribution is shown in red (resp. blue).
∫
dΓY`′ ,m′ =
√
4piδ`′0δm′0 , and
∫
dvv2gα(v) = µ2α+σ
2 , (41)
It follows that
am(t) =
√
4pi∑
α
(µ2α + σ
2)cmα,0(t), (42)
allowing us to recover vρ(Ω, ts). Also shown, the same field but
computed this time using directly the angular distribution of par-
ticles as described in Aubert et al. (2004) (see below). All the
major features are well reproduced by the expansion coefficients,
equations (35)-(42). Clearly, an object is ‘falling’ through the virial
sphere. It is straightforward to obtain the angular power spectrum
Cvρ` from the c
m
α,m′ coefficients via the definition of a`m in equa-
tion (42):
Cvρ` =
1
4pi
1
2`+ 1∑m
|a`m|2. (43)
The angular power spectrum of vρ(Ω, ts), derived from the ex-
pansion, equation (35), is shown in Fig. (7). From the positions
and velocities of particles it is also possible to evaluate vρ(Ω, ts)
on an angular grid and recover the angular power spectrum ‘di-
rectly’ . The agreement between the two Cvρ` is good, though for
the smallest scales (` > 30), the power spectrum computed from
the coefficients is slightly larger than the one derived directly from
the particles. This may be explained by the fact that a grid sampling
Figure 6. An example of a flux density reconstructed from the coefficients
cm
′
α,m: the mass flux density, ρvr(Ω). It represents the angular distribution
of incoming mass as seen from a halo-centric point of view. Here ts ∼ 11
Gyr. Light regions correspond to strong infall while darker regions stand for
low accretion and outflows. Top: the spherical field obtained directly from
the spatial distribution of particles. Bottom: the reconstructed spherical field
from the coefficients, equation (35).
tends to smooth the actual vρ field. As a consequence the ampli-
tude of small scales fluctuations is decreased, leading to a smaller
Cvρ` . A more complete discussion on harmonic convergence can be
found in appendix A. For a given `, the corresponding angular scale
is pi/` in radians.
Note that the coefficients a00 are closely related to the accre-
tion field averaged over all directions, ΦM(t), defined by:
ΦM(t) ≡ vρ = 14pi
∫
dΩρvr(Ω, t) =
a00√
4pi
. (44)
Measuring a00(t) amounts to measuring the accretion flux density,
i.e. the quantity of dark matter accreted per unit surface and per unit
time.
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Figure 7. The angular power spectrum, C`, (equation (43)) of the distri-
bution of incoming matter, vρ(Ω) (shown in figure 6) at t ∼ 11 Gyr, for
our template halo. For a given `, the corresponding angular scale is pi/`.
The histogram corresponds to the power spectrum derived directly from the
particles’ angular distribution. The solid line is the power spectrum recon-
structed from the coefficients.
3.4.2 Advected mass: velocity space
Integration over the sphere leads to the distribution of accreted mat-
ter in velocity space:
ρvr(Γ, v, t) =
∫
dΩse(v,Ω, Γ, t) , (45)
=
√
4pi ∑
α,m′
c0α,m′ gα(v)Ym′ (Γ). (46)
Projections over Γ2 and v gives the probability distribution of the
incidence angle Γ1, ϑ(Γ1, t), defined as:
ϑ(Γ1, t) =
∫
dΓ2dvv2ρvr(Γ, v, t) ,
= 2pi
√
4pi∑
α,`′
c0α,{`′ ,0}(µ
2
α + σ
2)Y`′ ,0(Γ). (47)
The impact parameter b of an incoming particle (measured in units
of the virial radius) is related to Γ1 by
b
R200
= sin(Γ1) (48)
therefore the probability distribution of impact parameters, ϑ(b), is
easily deduced from equation (47). At t ∼ 11 Gyrs, the ϑ(b) com-
puted from the source coefficients is compared to that derived di-
rectly from the velocities of particles in Fig. (8). Note that for pure
geometrical reasons small impact parameter b are less likely since
there is only one trajectory passing through the centre while there
is a whole cone of trajectories with b 6= 0. As a consequence er-
rors are intrinsically larger for small values of b. The reconstruction
from the source coefficients is clearly adequate. In this example,
the high probability for infalling particles to have a small impact
parameter (b < 0.5) imply that velocities are strongly radial. The
object ‘dives’ into the halo’s potential well.
Projection over Γ1 leads to the probability distribution of par-
ticles velocities, ϕ(v, ts), as they pass through the virial sphere. The
PDF ϕ(v, t) is defined as:
ϕ(v, t) ≡ v2
∫
dΩdΓse(v,Ω, Γ, t). (49)
Here the v2 weighting accounts for the fact that we are interested
in the probability distribution of measuring a velocity, v within dv.
Using equation (??), it follows that:
ϕ(v, t) = 4pi∑
α
v2gα(v)c0α,0. (50)
The reconstructed velocity distribution is also shown in figure 8.
It reproduces well the actual velocity distribution. For this specific
halo, the satellite is being accreted with a velocity of 0.75 Vc0.
The correlation between the incidence angle Γ1 and the veloc-
ity’s amplitude v may be studied by integrating ρvr(Γ, v, t) over Γ2
only. The distribution function, ℘(Γ1, v), of particles in the (Γ1, v)
subspace is defined by:
℘(Γ1, v) ≡
∫
dΓ2dvv2ρvr(Γ, v, t) ,
= 2pi
√
4pi∑
α,`′
c0α,{`′ ,0}gα(v)Y`′ ,0(Γ1, 0). (51)
Knowing the relation equation (48), the correlation ℘(b, v) between
the impact parameter and the velocity’s amplitude is easily ob-
tained. The ℘(b, v) distribution is shown in figure 8. Again, note
that ℘(b, v) represents an excess probability of finding an impact
parameter b (with a velocity v) compared to isotropy. In this spe-
cific example, no real correlation may be found between the two
quantities. Finally, the integration of ℘(b, v), ϕ(v, t) and ϑ(Γ1)
over their respective space leads to the same quantity, namely the
integrated flux ΦM(t).
3.4.3 External potential
The final field we need to quantify on the virial sphere is the ex-
ternal tidal field created by the dark matter distribution around the
halo.
Using equation (36), the external potential ψe(Ω, t) is eas-
ily computed from the positions of external particles. We restricted
ourselves to particles within a 4 Mpc (physical) sphere centreed on
the halo. The position of external particles are linearly interpolated
at a given measurement time. We computed the bm coefficients for
our template halo at ts ∼ 7 Gyrs (measured from the Big Bang).
The reconstructed ψe(Ω, t) field is shown in Fig. (9) along with the
modulus of the advected mass |ρvr(Ω)|. The two reconstructions
were restricted to harmonics ` 6 20.
The two spherical fields show the same main features. How-
ever, almost no small scale features are seen in the map of the ex-
ternal potential even though they have the same resolution. Since
the gravitational potential is known to be smoother than the asso-
ciated density and is dominated by the global tidal field, it is not
surprising that ψe(Ω, t) appears smoother than the advected mass
field |vρ(Ω)|.
The potential’s angular power spectrum may also be computed
by replacing a`m by b`m in equation (43) (see Fig. (10)). The power
spectrum of the potential, Cvρ` , sharply decreases with `, while C
vρ
`
has a gentler slope. Large scales are clearly more important for the
potential than for the advected mass. Furthermore, Cψ` systemati-
cally peaks for even ` values, reflecting the ‘even’ symmetry of the
potential measured on the sphere.
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Figure 8. Top: Excess probability distribution of impact parameter b, ϑ(b),
derived from the cmα,m′ (t) source coefficients (equation (35)) of our template
halo at ts ∼ 11 Gyr (line). The histogram corresponds to the same distri-
bution derived directly from the particles’ positions and velocities. Error
bars stand for 3σ errors. The impact parameters are given in units of R200.
The Y-axis unit is 5 · 109M¯/kpc2/Myr. Infall is mainly radial. Middle: The
velocity distribution of particles, ϕ(v), accreted at ts ∼ 11 Gyr, for our
template halo. Velocities are expressed in terms of the circular velocity at
z=0. The Y-axis unit is 5 · 109M¯/kpc2/Myr. The histogram corresponds
to the velocity distribution obtained directly from the particles velocities.
The solid line is the reconstructed distribution from the source coefficients.
Bottom: the probability distribution, ℘(b, v), of particles in the b − v sub-
space. Units are the same as above. Red/blue stand for high/low densities.
No correlation is found between b and v for this specific example.
Figure 9. A comparison between the external potential, ψe(Ω), and the
modulus of the flux density of matter, |ρvr(Ω)|. The measurement is made
at t ∼ 7 Gyrs (measured from the Big Bang) on our template halo. The two
fields were respectively reconstructed from cmα,m′ and bm coefficients with
`max 6 20. Even though the two fields are similar and exhibits a strong
quadrupolar component, ψe(Ω) is smoother than ρvr(Ω). We expect the
corresponding expansion coefficients to be statistically correlated.
Figure 10. A comparison between the angular power spectrum of ρvr(Ω)
and ψe(Ω) for our template halo (the two fields are shown in figure 9). The
two power spectra C` are normalized by C2, i.e the quadrupole contribu-
tion. The slope of the potential’s power spectrum is clearly stronger. Large
scales (i.e. small ` values) dominate the angular distribution of ψe(Ω), as
expected.
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4 SIMULATION SAMPLE & STATISTICAL BIASES
In Section 3.4, we detailed our measurement strategy for a given
typical halo. We are now in a position to reproduce the above mea-
surements for all the haloes of our simulation sample. Let us first
describe in turn the construction of our sample, and the correspond-
ing biases, which constrain our ability to convert a large set of sim-
ulations into the statistics of the source.
4.1 Simulations
In order to achieve a sufficient sample and ensure a convergence of
the measurements, we produced a set of ∼ 500 simulations which
were discussed in Aubert et al. (2004). Each of them consists of
a 50 h−1 Mpc3 box containing 1283 particles. The mass resolu-
tion is 5 · 109M¯. A ΛCDM cosmogony (Ωm = 0.3, ΩΛ = 0.7,
h = 0.7 and σ8 = 0.928) is implemented with different initial
conditions. These initial conditions were produced with GRAFIC
(Bertschinger (2001)) where we chose a BBKS (Bardeen et al.
(1986)) transfer function to compute the initial power spectrum.
The initial conditions were used as inputs to the parallel version of
the tree code GADGET (Springel et al. (2001)). We set the soften-
ing length to 19 h−1 kpc. The halo detection was performed using
the halo finder HOP (Eisenstein & Hut (1998)). We employed the
density thresholds suggested by the authors (δouter = 80, δsaddle =
2.5δouter, δpeak = 3.δouter).
4.2 Selection criteria
As shown in Aubert et al. (2004) the completion range in mass of
our simulations spans from 3 · 1012M¯ to 3 · 1014M¯. Since our
emphasis is on L? galaxies, we focused mainly on galactic haloes
and light clusters, and considered only haloes with a mass smaller
than 1014M¯ at z=0. Our interest is for haloes already ‘formed’,
i.e. which will not experience major fusions anymore. To satisfy
this requirements we focused on the last 8 Gyrs (redshifts z < 1
in a ΛCDM cosmogony). Since we follow the history of a given
halo by finding its most massive progenitor, it is required not to
accrete more than half its mass in a two-body fusion. As a final
safeguard a halo is rejected if it accretes more than 5 · 1012M¯ be-
tween two timesteps (i.e. per 500 Gyrs, see next subsection). This
mass corresponds approximatively to the smallest haloes consid-
ered at z = 0. The final range of mass of haloes which satisfy these
criteria is ∼ 5 · 1012M¯ − 1014M¯, the fraction of rejected haloes
being ∼ 20%. Clearly, such a priori selection criteria will modify
the distributions of measured values and the related biases may be
difficult to predict. For instance, the figure 11 shows the scatter plot
of the contribution of pi/(` = 4) = 45 degrees fluctuations to vρ
field vs a00, i.e. the accretion rate. It appears from this plot that
modifying the threshold for the accretion will modify the average
angular scale of vρ in a non-trivial way. Since only a small fraction
of haloes is being rejected, we expect the biases to be moderate, but
for the moment we cannot estimate accurately their impact on the
average source or its moments.
Let us emphasize that the above selection criteria should be
added to those corresponding to our simulations. Aside from the
fact that a 50Mpc3h−1 box size implies a limited range of mass,
the universe described in these simulations is more homogeneous
than it should be, since each box must satisfy a given mean density.
Figure 11. Scatter plot of Cvρ4 versus a
2
00 measured at lookback times t=
7.8(red), 5.6 (green), 4.(yellow) and 2.9 (blue) Gyrs. The quantity a00 scales
as the average accretion rate of the haloes while Cvρ4 scales as the contribu-
tion of ` = 4 structures in the flux density of mass measured on the sphere.
This plot illustrates how a threshold on the accretion rate affects in a non
trivial way the typical clustering measured for vρ. In particular, one should
note how Cvρ4 remains constant at recent times for low accretion rates.
In other words, the probability of rare events is reduced. This effect
should not influence the number of haloes with high accretion rate,
since strong accretions are a priori rejected. On the other hand, this
effect should influence the number of objects which experience low
accretion history, which are probably less numerous in our simula-
tions than in larger simulated volumes since voids are less likely.
Furthermore, the intrinsic mass resolution sets a minimum accre-
tion rate equals to one particle mass (5 · 109M¯) per time interval.
One could imagine an object with a mass smaller than the particle’s
mass and such an object would not be included in the simulation at
the current resolution. Furthermore, an object with a mass equal
to a few times the minimum mass would be considered as diffuse
accretion. Finally this mass resolution is related to the spatial res-
olution, which limits intrinsically the angular description of fluxes
on the virial sphere. For a given type of simulation, all these effects
cannot be avoided and reduce the representability of the following
measurements.
In short, our strategy involves a bias in mass, in redshift, in
resolution and in strength of merging event. However these biases
should only influence extreme realizations (related to e.g. very low
accretion or equal mass mergers) of the source or the external po-
tential and since we focus on the typical scales, presumably related
to moderate interactions, they should hopefully not significantly af-
fect the measurements.
4.3 Reduction procedure
In the following discussion most of the distances (resp. velocities)
will be expressed as functions of the virial radius R200 (resp. the
circular velocity Vc) measured at z = 0. These quantities are re-
lated to the halo’s final mass by
Vc =
√
GM
R200
. (52)
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Figure 12. Virial radii (R200) and circular velocities (Vc) as functions of
haloes final masses. The quantities have been measured at redshift z = 0.
Scaling relations between R200 or Vc and the final mass are also given.
The mass-dependence of R200 and Vc are given in Fig. (12) and
may be fitted by:
R200 = 537M
1
3 , Vc = 400M
1
3 , (53)
where R200 is expressed in (h−1kpc), Vc in km/s and M in units of
1013M¯. R200 and Vc appear to be strongly correlated to the final
masses of haloes. Since the selection criteria are quite restrictive, all
the haloes experience the same relatively quiet history of accretion
and result in almost no scatter.
The simulations in that redshift interval involved 15 snapshots
sampled with ∆(log z) = cst for z 6 1 down to z = 0.1 plus
a snapshot at z = 0. The gap between the last snapshot and the
last but one is nearly 1.4 Gyr. As a consequence, the assumption
of ballistic trajectories is not valid anymore (see appendix) . Sim-
ulations were re-sampled in 15 bins distributed regularly in time
(i.e not in redshift) using the procedure described in Section 3.2:
the corresponding time step is ∼ 500 Gyrs. To take into account
the last gap, results obtained from the last three ‘new’ bins (which
cover the last 1.4 Gyr) were averaged into a single bin centred on
0.8 Gyr.
The source coefficients, cmα,m′ (t), were computed following
the procedure described in section 3.4. Maximum harmonic orders
were set to `max = 50 for the position-angular description. For a
typical halo with R200 = 500 kpc, `max = 50 corresponds to a
spatial scale of 30kpc, i.e. equals to 1.5 times the spatial resolution
of the simulation. The harmonic description of the velocities angu-
lar dependence is restricted to `′max = 15. The velocity amplitude
is projected on a gaussian basis which involves 25 functions regu-
larly spaced from v/vc = 0 to v/vc = 1.5with an r.m.s of 0.03.
These parameters allow a satisfying reproduction of distributions
computed from particles.
The external potential coefficients, bm(t), were computed fol-
lowing the procedure described in section 3.4. Only particles within
a 4 Mpc physical sphere centreed on the halo are taken into account.
Maximum harmonic orders were set to `max = 20.
100 simulations have been fully reduced allowing to compute
cmα,,m′ (t) and bm(t) for 15000 haloes. Since we have constructed a
well-defined, (if only biased) sample of histories of haloes in our
simulations, we may project it on our basis, and compute the ex-
ternal potential and the flux density of mass, following Section 3.4.
We will characterize the corresponding coefficients, via one-point
(Section 5) and two-point (Section 6) statistics.
5 ONE-POINT STATISTICS
In this section, we describe the evolution and the statistical distri-
butions of the global properties (i.e. integrated over the sphere) of
the source and the potential. We discuss the evolution of the mean
potential, of the mass flux ΦM(t) and the kinematical properties
of se via the velocity distribution φ(v) and the impact parameter
distribution ϑ(b).
5.1 Mean External potential
The mean external potential on the sphere is actually quite mean-
ingless but is being used as a normalization value for potential fluc-
tuations (see section 6.1). Because of isotropy, the mean potential
is seen as a monopole and only the b00(t) coefficient is statisti-
cally different from zero. Furthermore, one can see from equa-
tion (24) that the three-dimensional potential component induced
by the monopole is a constant potential throughout the sphere vol-
ume. As a consequence, it has no impact on the halo dynamics.
Still, the time evolution of the 〈〈b00〉〉 coefficient is given in
Fig. (13). The b00(t) distribution exhibits a tail due to large −b00
values and is better fitted with a Log-Normal distribution than with
a Normal distribution (see Fig. C1). Hence 〈〈b00〉〉 stands for the
most probable value of the fitting distribution. Since the measured
distribution is quite peaked, fits made with a Normal distribution
(not shown here) return a very similar time evolution of the mode
position.
The time evolution shown in Fig. (13) reflects the measure-
ment procedure. Since, the potential is computed from all the parti-
cles contained within a fixed physical volume, the overall expan-
sion implies that particles tend to exit the measurement volume
with time. In other words, the average density in the measurement
volume decreases with time. This effect leads naturally to the de-
cline of the average potential within the virial sphere due to external
material.
5.2 Mass flux: ΦM(t)
At each time-step, the a0,0 distribution is fitted by a Gaussian func-
tion with mean 〈a0,0〉 (see also Fig. (C3)). This Gaussian hypoth-
esis is clearly verified for low redshifts while strong accretions
events give rise to a tail in the a0,0 distribution at high z. At these
epochs (lookback time t > 7 Gyr) the Gaussian fit tend to slightly
overestimate the mode position. Still, the Gaussian hypothesis re-
mains a good approximation of the distribution while the time evo-
lution of the Gaussian mean value 〈a0,0〉(t) represents well the evo-
lution of the mode of a0,0.
The time evolution of the average flux of matter through the
sphere, ΦM(t) = vρ is directly obtained from the evolution of the
monopole (see equation (44)) and is shown in Fig. (14). It can be
fitted by:
ΦM(t) ≡ 〈vρ〉(t) = −0.81t3 + 10.7t2 − 19.3t+ 17.57, (54)
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Figure 13. The time evolution of the monopole component of the external
potential, b00(t). The time evolution is fitted by a second order polynomial
−b00(t) = 35948 ∗ t2 − 61480.7 ∗ t + 793067. Look back time t is ex-
pressed in Gyrs while b00 coefficients are expressed in units of GM/R. M
is expressed in 1010M¯, R in kpch−1 and G=43007 in internal units.
where ΦM(t) is in units of M¯/Myr/kpc2 and look-back time t
is expressed in Gyr. As expected, the average quantity of material
accreted by haloes decreases with time. For z < 1, a large frac-
tion of the objects we are interested in are already ‘formed’ and
only gain matter through the accretion of small objects or diffuse
material. In a hierarchical scenario, such source of matter become
scarcer, resulting in a decreasing accretion rate. Furthermore, recall
that ΦM(t) is measured as a net flux, i.e. the outflowing material
may cancel a fraction of the infalling flux. Therefore, the decrease
with time may also be the consequence of an increasing contribu-
tion of outflows: the measurement radius R200(z = 0) becomes the
actual virial radius of the halo as time goes by, i.e. the radius where
the inner material is re-processed and where outflows are suscepti-
ble to be detected.
As a check we computed the average mass accretion history
(MAH hereafter) of our haloes. The MAH Ψ(t) is defined as:
Ψ(t) ≡ M(t)
M(z = 0)
, (55)
where M(z) is the halo’s mass at a given instant. Using the ex-
tended Press-Schechter formalism, van den Bosch (2002a) showed
that haloes have an universal MAH, fitted by the following formula:
log(Ψ(M(z = 0), t)) = −0.301
[
log(1+ z)
log(1+ z f )
]ν
, (56)
where z f and ν are two parameters which depend on the considered
class of mass only. For each halo, we computed its mass evolution
M(t) from its final mass M(z = 0) and its integrated flux of matter
ΦM(t):
M(t) = M(t = 0)− 4piR2200
∫ t
t=0
dtΦM(t). (57)
From equation (55) we computed Ψ(t) for each halo. We com-
pared the median value of Ψ(t) for three classes of mass to the fit
suggested by van den Bosch (2002a) (see Fig. (14)). For the three
classes the agreement with the fitting formula is qualitatively satis-
Figure 14. Top: Time evolution of the average flux density of matter
through the virial sphere, 〈ΦM(t)〉 = 〈vρ〉(t) (symbols). Bars stand for
3σ errors. Here ΦM(t) is computed directly from a00 coefficients follow-
ing equation (57). Its time evolution is fitted by a 3rd order polynomial(solid
line). Bottom: the mass accretion history logM(z)/M(z = 0) for three dif-
ferent class of masses. Masses are expressed in solar masses. Symbols rep-
resent the median value of logM(z)/M(z = 0) within each class. Lines
represent the fitting function suggested by van den Bosch (2002a). Even
though the global behaviour is reproduced by the fitting functions, the mea-
sured accretion rate is systematically smaller. This discrepancy has already
been noted by van den Bosch (2002a).
fying: the three measurements evolve in the expected manner while
their relative positions are the same as the relative positions of the
three fits. However our measurements are quantitatively inconsis-
tent with the three curves. At low redshift, Ψ(t) is systematically
larger than the expected value (i.e. the accretion rate is smaller)
at these times. The median mass at z = 1 is well recovered even
though the two methods disagree slightly quantitatively. In other
words, our measurements overestimate the accretion at high red-
shift and underestimates accretion at low redshift and from the
measurement procedure through the sphere. At higher redshift, ac-
creted material is considered to be added to the biggest progeni-
tor, even though it has not yet reached the central object: its mass
is overestimated. Still, this material ends up in the most massive
progenitor and the final mass is recovered. Note that since we ap-
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ply specific selection criteria, our haloes may not be completely
representative of the whole population of haloes. Finally we repre-
sent here the median value of Ψ(t) because of strong outliers while
the fitting formula is given for the average MAH (extracted from
merger trees). A similar discrepancy had already been noticed by
van den Bosch (2002a) between the Press-Schechter prediction and
the results obtained from numerical simulations. In particular, van
den Bosch (2002a) found that the Press-Schechter models tend to
underestimate the formation time haloes compared to simulations.
Clearly, our measurements seem to confirm this discrepancy. Since
the global behavior of MAHs is recovered and since the median
mass at z = 1 is recovered, we consider that the measure of ΦM(t)
through the virial sphere reproduces the accretion history of haloes.
5.3 Mean kinematics
Let us now turn to the kinematical properties of the flow, while
averaging the source over the virial sphere.
5.3.1 probability distribution of the modulus of velocities
Given the source coefficients cmα,m′ , the average velocity distribu-
tion 〈ϕ(v, t)〉 (defined by equation (49)) is easily computed since
it only involves 〈c0α,0(t)〉. The ensemble average of 〈c0α,0〉 and the
related ensemble dispersion σ(c0α,0)(t) ≡ 〈(c0α,0 − 〈c0α,0〉)2〉 are
obtained by fitting the c0α,0(t) distribution by a Gaussian function.
From these two quantities, we get:
〈ϕ(v, t)〉 = 4piv2∑
α
gα(v)〈c0α,0〉, (58)
and
σ [ϕ(v, t)] = 4piv2
√
∑
α
gα(v)2σ(c0α,0)2, (59)
which are respectively the ensemble average and r.m.s. of the veloc-
ity distribution. The time evolution of 〈ϕ(v, t)〉 is given in Fig. (15)
and (16). Errors on 〈ϕ(v, t)〉 are computed as
∆ [〈ϕ(v, t)〉] = 3 σ[ϕ(v, t)]√
Nhaloes
. (60)
At ‘early times’ (t > 5 Gyr), the distribution is unimodal with a
maximum around 0.7Vc(z = 0). No outflows is detected while the
infalling dark matter dominates. At later times, 〈ϕ(v, t)〉 drops be-
low zero for velocities around 0.4Vc(z = 0). Outflows dominate at
‘low’ velocities. Meanwhile the amplitude of the previous peak de-
creases and shift to higher velocities. The fraction of infall relative
to the total amount of material passing through the sphere drops
from 1. to 0.6 between t = 8 Gyr and t = 0.8 Gyr.
This behavior is likely to be due to our measurement at a fixed
radius, R200(z = 0). At ‘early times’, this measurement radius
is bigger than the actual virial radius of haloes. Thus no sign of
‘virialization’ (outflows consecutive to accretion) is detected. Later,
the actual R200 gets closer to the measurement radius. Outflows
pass through the measurement radius as a sign of internal dynam-
ical reorganization. The fact that accretion intrinsically decreases
with time would provide another explanation for this trend. This
decrease can actually be traced in Fig. (15), (16) and (17) .
The global behavior of 〈ϕ(v, t)〉 can be modelled by summing
two Gaussians representing the infalling and outflowing compo-
Figure 15. The time evolution of the average velocity distribution,
〈ϕ(v, t)〉, defined by equation (49), for z < 1 (symbols). Ages are expressed
as look-back times (i.e. t = 0 for z = 0). Velocities are given relative to the
halo’s circular velocity at z = 0. Y-axis unit is 5 · 109M¯/kpc2/Myr/Vc.
Error bars stand for 3 − σ errors. Here ϕ(v) is fitted by the sum of two
Gaussian with opposite signs (solid line). Each Gaussian’s contribution is
also shown (dashed lines).
nents:
〈ϕ(v, t)〉 = qi,3(t)
qi,2(t)
√
2pi
e
− (v−qi,1(t))
2
2qi,2(t)
2
+
qo,3(t)
qo,2(t)
√
2pi
e
− (v−qo,1(t))
2
2qo,2(t)
2 . (61)
Subscripts i and o stand for infall and outflow. Note that qi,3(t) >
0 and qo,3(t) 6 0. The time evolution of coefficients is given in
Fig. (17), where t should be expressed in Gyr and ϕ(v, t) unit is
5 · 109M¯/kpc2/Myr/Vc. Examples of fits are shown as solid lines
in Fig. (15). Note that all six coefficients evolve roughly linearly
with time (see Fig. (17)). Their linear fitting parameters are given in
table 2. Using equation (61) and the linear parameterization of the
Gaussians coefficients, 〈ϕ(v, t)〉 is reproduced accurately. The only
restriction concerns the negative Gaussian’s amplitude (qo,3) which
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Figure 16. The time evolution of the average velocity distribution in the t-
V/Vc plane. Red symbols stand for positive values of the distribution (i.e.
infall) while blue symbols stand for negative ones (i.e. outflows). Each of
these components is fitted by a Gaussian function in the V/Vc space. The
time evolutions of the mean of the Gaussians are given by the two lines
(solid for infall, dashed for outflows). The Gaussians r.m.s. are also shown
as bars.
should not be greater than 0. Since this condition is not naturally
satisfied by a linear fit, it should be set by hand.
The evolution of the relative positions of two Gaussians is
given in Fig. (16). For t > 5Gyr, it is consistent with the ‘no
outflow’ hypothesis, the amplitude of the negative Gaussian being
close to zero at this epoch. Both Gaussians mean values seem to
drift to higher velocities as a function of time. Even though the rel-
ative velocity of accreted material is determined by the initial con-
ditions (namely large scale clustering), the velocity of an infalling
satellite should partly reflect the properties of the accreting body. A
dense massive halo will not accrete like a fluffy light one. In other
words, the velocity of infalling material should reflect the actual
circular velocity of the accreting body. As a consequence it is ex-
pected that accretion velocity drifts with time towards Vc(z = 0).
Furthermore, the mean values of both Gaussians evolves
roughly linearly over the whole time range with comparable rate
of change (see figure 17 and the following discussion). As a conse-
quence, their relative positions remains roughly constant (see fig-
ure 16). This indicates that these two components may be physi-
cally related, outflows being the consequence of a past accretion.
Mamon et al. (2004) mention the existence of a backsplash popu-
lation, rebounding through the virial radius and this population is
known to have a different velocity (e.g. Gill et al. (2004)). The out-
flows detected via our description of the source are consistent with
this backsplash component. The difference in velocity may be ex-
plained if outflows are representative of an earlier accretion with
a velocity typical of earlier times. Also, past accreted material is
influenced by the halo’s internal dynamics. Its velocity distribution
would be ‘reprocessed’ (e.g. via dynamical friction, tidal stripping
or phase mixing) to lower velocities as the material exits through
the measurement radius.
However, it should be recalled that the distribution shown here
is a ‘net’ distribution. In other words, it is quite plausible that
an outflowing component may be completely cancelled by an in-
m n
qi,1 -0.028 0.912
qi,2 0.0059 0.084
qi,3 2.1e-8 9.03e-8
qo,1 -0.026 0.54
qo,2 -0.028 0.23
q(∗)o,3 1.79e-8 -1.22e-7
Table 2. Fitting parameters for the time evolution of Gaussian coefficients,
q(t) = m × t(Gyr) + n. These coefficients, together with equation (61)
allow us to compute the time evolution of 〈ϕ(v, t)〉. (*) By definition, qo,3 6
0.
Figure 17. time evolution of the fitted coefficients (given in table 2)
of the PDF 〈ϕ(v, t)〉 for the parameterization suggested in equation (61)
(symbols). Bars stand for the 3σ errors on the coefficients determination.
qi,k , k = 1, 2, 3 are respectively the mean, the r.m.s and the amplitude of the
positive Gaussian (i.e. infalling component). qo,k , k = 1, 2, 3 are the corre-
sponding values for the negative Gaussian (i.e. outflowing component). The
trend is accurately fitted by a linear relation (red dashed line).
falling component which has an exact opposite distribution. This
effect is illustrated by Fig. (18) where the velocity distribution of
infall and outflows are being shown separately. This distribution
has been computed from 300 haloes at t=2.3 Gyr. This distribution
is quite representative of the average ones, except a few high veloc-
ities events which skew the distribution of the infalling component
and which are induced by outliers. If the Gaussians fits are removed
from these two separate distributions, two almost identical distri-
butions appear for the two components, centred on V/Vc ∼ 0.6.
These two identical distributions are related to the virialised com-
ponent of infall, which already interacted with the inner region of
the halo. The overall shape of these two distributions may provide
insight on the typical dynamical state in the haloes’ inner regions.
5.3.2 Impact parameters and incidence angles
The average distribution of incidence angle, 〈ϑ(Γ1, t)〉 has been
computed following the same procedure described above for
〈ϕ(v, t)〉. Defining c˜`′ (t) as:
c˜`′ (t) = 2pi
√
4pi∑
α
cα,0,{`′ ,0}(µ2α + σ2), (62)
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Figure 18. Top: the net velocities distribution (histogram) measured from
300 haloes at t=3.4 Gyr. This distribution is representative of the distribu-
tion computed from coefficients and averaged over 15 000 haloes. Velocities
are given in circular velocity unit while y-axis units are arbitrary. The two
components are fitted by two Gaussians (dashed lines). Bottom: the sepa-
rate velocities distribution of accretion (red histogram) and outflows (black
histogram). The dashed curves represent the difference between these two
distributions and their respective fits shown above. It results in two residual
distribution, centreed on the same velocity and displaying nearly the same
shape. This two residual distributions describes the material which already
experienced one passage through the virial sphere.
we get
〈ϑ(Γ1, t)〉 =∑
`′
Y`′ ,0(Γ)〈c˜`′ (t)〉, (63)
and
σ(ϑ(Γ1, t)) =
√
∑
`′
Y`′ ,0(Γ)2σ(c˜`′ (t))2, (64)
where 〈ϑΓ1, t)〉 and σ((ϑΓ1, t)) are obtained by fitting the c˜`′ (t)
distribution by a Gaussian function. Errors on 〈ϑΓ1, t)〉 are com-
puted similarly to errors on 〈ϕ(v, t)〉 (see equation (60)). The time
evolution of 〈ϑΓ1, t)〉 is shown in Fig. (19). Since the impact pa-
rameter and the incidence angle are simply related by b/R200 =
sin(Γ1), 〈ϑ(b, t)〉 is also easily computed.
The infall (Γ1 > pi/2 or the upper branch in 〈ϑ(b, t)〉 dia-
grams) is clearly mostly radial. The infalling part of the distribu-
tion peaks for Γ1 ∼ pi instead of having a uniform behavior and
this trend can be observed for all redshifts below 1. The distribution
slightly widens with but remains skewed toward large values of Γ1.
In the 〈ϑ(b, t)〉 representation, the higher branch becomes flatter
with time. The outflows ( Γ1 < pi/2 or lower branch in 〈ϑ(b, t)〉
diagrams) are mainly undetectable during early times, as seen al-
ready earlier. As time increases, the outflow contribution becomes
stronger and radial orbits (Γ1 ∼ 0) also appear to be dominant.
However the behavior of the ‘outflowing’ part of the 〈ϑΓ1, t)〉 dis-
tribution is almost linear and does not peak. Tangential orbits can-
not be neglected for this component.
The evolution of 〈ϑ(Γ1, t)〉 can be fitted by the following
parametrisation:
〈ϑ(Γ1, t)〉 =
p0√
2pip1(t)
e
− (Γ1−pi)2
2p1(t)
2 + p2(t)Γ1 + p3(t), (65)
where p0 = 2 · 10−6 in our units. The ‘infalling’ part is modelled
as a Gaussian while the ‘outflowing’ part is fitted linearly. The time
evolution of the three parameters pk(t), k = 1, 2, 3 can be fitted
by a linear evolution and the related linear parameters are given in
table 3. The evolution of p1(t) confirms that the ‘infalling’ part of
the distribution, 〈ϑ(Γ1, t)〉 widens with time.
This result implies that material experiences a circularization
as it interacts with the halo. Consequently, orbits are more tangen-
tial as particles exits and re-enter the halo’s sphere. Such an effect
has already been measured by e.g. Gill et al. (2004). Dynamical
friction would provide a natural explanation for this evolution of
the orbits, but this argument is refuted by e.g. Colpi et al. (1999) or
Hashimoto et al. (2003). Gill et al. (2004) mention the secular evo-
lution of haloes to explain this circularization: the time evolution
of the potential well induced by the halo would affect the orbits of
infalling material and satellites. Other processes such as tidal strip-
ping or satellite-satellite interactions may also modify the orbital
parameters of dark matter fluxes. Clearly, the interactions between
the infall and the halo drive this circularization but the detailed pro-
cess still has to be understood.
This dynamical circularization would also explain why the
‘outflowing’ part of the 〈ϑ(Γ1)〉 (or 〈ϑ(b)〉 ) is flatter than the in-
falling one: by definition this component interacted with the halo in
the past, unlike most of the infall. Finally, the Γ1 or b representation
explicitly separates infall and outflows. It implies that virialized
particles which pass through the sphere do not ‘cancel’ each other
and do contribute to the distributions. Such a ‘relaxed’ material is
likely to have a non-zero tangential motion, flattening the distribu-
tions as its contribution becomes important. Since the actual size
of the halo gets closer to the measurement radius as time advances,
this component contributes more with time and its flattening effect
on the incidence angle (or impact parameter) distributions should
increase as well.
The Fig. (21) presents the correlation between the velocity am-
plitude v and the impact parameter b, at four different instants and
for both the infall and the outflow component. Considering these
two components separately, no correlation can be found: the inci-
dence does not depend on the amplitude on first approximation. The
only noticeable result comes from the fact that accreted material
has systematically a higher velocity than outflows, which confirms
the results obtained from the distribution of velocities only. Again,
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m n
p1 -0.038 0.83
p2 -3.12e-8 2.29e-7
p3 8.59e-8 -6.64e-7
Table 3. Fitting parameters for the time evolution pk(t), k = 1, 2, 3 param-
eters. p(t) = m × t(Gyr) + n. Together with equation (65), these coeffi-
cients allow to predict the time evolution of 〈ϑ(Γ1, t)〉.
Figure 19. The time evolution (symbols) of the distribution of the average
incidence angle Γ1 〈ϑ(Γ1)〉, defined by equation (47). Ages are expressed as
look-back time. Bars stand for 3σ errors. Y-axis unit is 5 · 109M¯/kpc2/Myr.
Outflows are counted negatively, leading to negative values of 〈ϑ(Γ1)〉 for
Γ1 < pi/2. The result of the model described in equation (65) is also shown
(red line).
we relate this effect to the separate origin of these two fluxes, ac-
cretion being dominated by newly accreted material and outflows
which were processed by the inner dynamics of haloes.
6 TWO-POINT STATISTICS
In this section, we consider second-order statistics, focusing on
the correlation on the virial sphere. The two-point correlations
Figure 20. The time evolution (symbols) of the impact parameter b distri-
bution 〈ϑ(b, t)〉, defined by equation (47). Ages are expressed as look-back
time. Bars stand for 3σ errors. Y-axis unit is 5 · 109M¯/kpc2/Myr. The lower
(resp. higher) branch is the 〈ϑ(b, t)〉 distribution for outflows (resp. infall).
The result of the model described in equation (65) is also shown (red line).
are assessed through the angular power spectrum and the angulo-
temporal correlation function for both the external potential, ψe and
the first moment of the source term, i.e. the flux density of mass vρ.
6.1 External potential
6.1.1 Angular power spectrum
The potential’s angular power spectrum Cψ
e
` is computed for each
halo from the b˜`,m coefficients (Aubert et al. (2004)):
b˜`,m ≡
√
4pi(
b`,m
〈b00〉
− δ`0
b0,0
〈b00〉
), (66)
related to the potential contrast:
δ[ψe ](Ω) ≡
ψe(Ω)− ψe
〈ψe〉 = ∑`,m
b˜`,mY`,m(Ω). (67)
The probability distribution of Cψ
e
` (t) was weighted as described
in appendix A. For each time step and for each harmonic `, we fit-
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Figure 21. Top: The distribution, 〈℘(b, v)〉, of particles in the (b, v) sub-
space at lookback time t = 1.8, 3.4, 5.1 and 6.7 Gyr; the infall (contour plot)
and outflow (density plot) are represented separately. Beyond the bimodal
feature, no residual correlation appears.
ted the Cψ
e
` by a log-normal distribution (see Fig. C2). We define
〈〈Cψe` 〉〉(t) as the mode of the fitting distribution. The time evolu-
tion of the external potential’s power spectrum is shown in figure
22. Globally the power spectrum is dominated by large scales and
is quite insensitive to time evolution. However, two regimes may be
distinguished. For low order harmonics, 〈〈Cψe` 〉〉(t) remains mostly
constant. For smaller scales (` > 5), 〈〈Cψe` 〉〉(t) increases along
time. As a consequence the power spectrum’s amplitude does not
change but its shape evolves while smaller scales become more im-
portant relative to larger scales.
These two regimes reflect the twofold nature of tidal interac-
tions of a halo with its environment. Small angular variations of
the potential relate to small spatial scales and presumably track the
presence of objects which are getting closer or going through the
virial sphere. Since small scale contribution increases, it suggests
that these objects tend to get smaller with time. It would be con-
sistent with the global decrease of the accretion rate, as long as the
merger rate does not increase strongly during this epoch. However,
the rise of small scales may also be related to an increasing con-
tribution of weak and poorly resolved accretion events. In such a
case, we would be measuring the isolated particles contribution to
the potential. This possibility is investigated in section 6.2.
Meanwhile, large scale fluctuations of the potential (` 6 4)
may reflect the ‘cosmic tidal field’ resulting from the distribution
of matter around the halo on scales larger than the halo’s radius.
The amplitude of such a tidal field should remain fairly constant, as
indeed measured. Furthermore, the peripheral distribution of mat-
ter is not spherically distributed but is rather elongated along some
direction: haloes tend to be triaxial with their ellipsoid aligned with
the surrounding distribution of satellites. The intersect of an elon-
gated distribution of matter with the virial sphere would induce a
quadrupolar component, as detected in our measurements. These
two effects cannot be easily disentangled, since they actually are
two sides of the same effect. The large scale distribution of matter
is responsible of both the ’cosmic tidal field’ and the halo triax-
iality (via the distribution of satellites). In other words, it is not
Figure 22. The angular power spectrum of the external gravitational po-
tential ψe(Ω, t). Symbols represent the mode of the Cψ
e
` distribution for
each harmonic ` and each time step. Times are lookback times. Bars stand
for 3− σ errors on the mode value. The large scales contribution remains
constant with time while the small scales contribution smoothly increases
with time. The bump for the 〈C2〉 component indicates a strong quadrupolar
configuration for ψe(Ω, t).
clear whether the large-scale behaviour of 〈〈Cψe` 〉〉(t) reflects the
tidal field or the halo’s reaction to this tidal field.
6.1.2 Angulo-temporal correlation
6.1.2.1 Correlations and coherence time To investigate further
these two regime of tidal interactions, we computed the angulo-
temporal correlation function of the external potential contrast, de-
fined as
〈〈we(θ, t, t+ ∆t)〉〉 = 〈〈δ[ψe ](Ω, t)δ[ψe ](Ω+ ∆Ω, t+ ∆t)〉〉, (68)
which is related to Tψ
e
` (t, t+ ∆t) coefficients by:
we(θ, t, t+ ∆t) =∑
`
Tψ
e
` (t, t+ ∆t)(2`+ 1)P`(cos(θ)), (69)
where
Tψ
e
` (t, t+ ∆t) ≡
1
4pi
1
2`+ 1∑m
b˜`m(t)b˜∗`m(t+ ∆t). (70)
Here, θ stand for the angular distance between two points on the
sphere located at Ω and Ω+ ∆Ω. The Tψ
e
` (t, t+ ∆t) coefficients
were computed for each halo for each pair of time steps and for
each harmonic. The Tψ
e
` (t, t + ∆t) distributions were fitted by a
log normal distribution and deduced 〈〈Tψe` (t, t+ ∆t)〉〉 from it. The
corresponding 〈〈we(θ, t, t+ ∆t)〉〉 are shown in figure Fig. (23).
For large angular scales (> 45 degrees), isocontours remain
open on the whole time range. Large scales have a long coherence
time (∼ 5 Gyrs) and are consistent with a ‘cosmic tidal field’ re-
sulting from the large scale distribution of matter. The latter is not
expected to evolve significantly with time at our redhsifts and the
halo’s triaxiality is also a fairly constant feature. The innermost iso-
contours are closed around the measurement time t1. Small angular
scales (< 45 degrees) have shorter coherence time (∼ 1.5Gyr). It is
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consistent with a contribution to the potential due to objects where
satellites pass by or dive into the halo and apply a tidal field only
for a short period.
This difference between large and small scales can also be in-
vestigated through the time matrices of the Tψ
e
` (t, t + ∆t) coeffi-
cients (see Fig. (24)). The diagonal terms describe the time evolu-
tion of the angular power spectrum, Tψ
e
` (t, t) = C
ψe
` (t). A smooth
(resp. peaked) distribution of values around the diagonal indicates
a long (resp. short) coherence time. Clearly different scales have
different characteristic time scales. The non-diagonal elements of
the quadrupole matrix (` = 2) decrease slowly with the distance
to the diagonal while the T20 matrix is almost diagonal. Not sur-
prisingly, the smaller the angular scale, the smaller the coherence
time: a small 3D object passing through the sphere is likely to have
a small angular size on the sphere.
For a given ` and a given t, the correlation coefficients Tψ
e
`
can be fitted by a Lorentzian function defined by
T`(t, t+∆t) =
qTe3 (t)
2/pi
qTe2 (t)
(∆t− qTe1 (t))2 + (qTe2 (t)/2)2
+ qTe4 (t).(71)
where the characteristic time scale, ∆TTe` , is given by q
Te
2 (t) and
the reference time t is equal to qTe1 (t). Examples of fits are shown
in Fig. (25).
For example, the time evolution of ∆TTe` = q
Te
2 (t) is given
in Fig. (25) for different ` values. Given the error bars, the char-
acteristic time scales are constant over time (except for the ` = 4
mode). In the prospect of the regeneration of the potential, the sta-
tionarity hypothesis can then be considered as valid for most of the
angular scales. Meanwhile, the ` = 4 potential fluctuations display
a decreasing ∆TTe` with time. The same effect exists at a 1σ level
for ` = 5. One interpretation would be that satellites achieve higher
velocities along time: for a given typical size a faster satellite would
spend less time to be accreted and the associated potential would
be detected on a smaller time scale. This picture is supported by the
results obtained in 5.3.1, where the mean velocity of infalling ma-
terial increases along time. Another possibility would be that ` = 4
fluctuations had a longer radial extent in the past. Since there is no
reason for potential fluctuations to have such a property, one could
imagine successive potential fluctuations which overlapped, lead-
ing to an apparent longer radial extent. This possibility is further
investigated in the following paragraphs, by comparing the coher-
ence time variation of the potential fluctuations to the evolution of
the infall’s typical velocity .
6.1.2.2 Correlations without the dipole and the quadrupole
In order to focus on the coherence time of small angular scales,
we also computed the correlation function 〈〈we(θ, t,∆t)〉〉 without
the dipole (` = 1) and the quadrupole (` = 2) component of the
potential (see also equation (69)). The angulo-temporal correlation
function is shown in Fig. (26). Again, the isocontours of the corre-
lation function are closed around ∆t = 0. It shows that the potential
on the sphere have a finite coherence time. Unlike coherence times
measured on the Tψ
e
` coefficients, all the angular scales are mixed
and the typical time scales are the one of structures as they are ‘re-
ally’ seen from a halocentric point-of view where ’potential blobs’
appear and disappear on the sphere. To evaluate the related typical
time scale ∆Tψe , we fitted 〈〈we(∆Ω, t,∆t)〉〉 with a 2D function for
Figure 23. The angulo-temporal correlation function, we(θ,∆t) =
〈δ[ψe ](Ω, t)δ[ψe ](Ω + ∆Ω, t + ∆t)〉. Blue (resp. red) colors stand for low
(resp. high) values of the correlation. Isocontours are also shown. Large an-
gular scale isocontours (θ ∼ pi/2) have large temporal extent, due to the
quadrupole dominance over the potential seen on the virial sphere.
different values of t. The model we used is given by:
〈〈we(θ, t,∆t)〉〉 = qwe6 (t) +
qwe5 (t)
2pi
qwe4 (t)
(∆t− qwe3 (t))2 + (
qwe4 (t)
2 )
2
× sin(2pi(∆Ω− q
we
1 (t))/q
we
2 (t))
∆Ω
, (72)
where the angular dependence is fitted by a cardinal sine function
while the time dependence is fitted by a Lorentzian function. Ex-
amples of 2D fits are shown in Fig. (26). We also computed the
correlation function using only harmonics with ` > 4, 5, 6, 7 and
applied the same fitting procedure. The evolution of the resulting
characteristic time scales ∆Twe = qwe4 (t) is shown in Fig. (27).
Bars stand for 3σ fitting errors.
We find that ∆Twe tends to decrease with time for every trun-
cation order. The ` > 3 and ` > 4 correlation function displays a
rise of ∆Twe before it drops to lower values. Furthermore ∆Twe tend
to decrease with `min, suggesting that the `min contribution domi-
nates each we reconstruction. Correlation functions with `min > 5
show marginal ∆Twe variation but we recall that our time resolution
is 0.53 Gyr, then any fluctuations on smaller scales should be taken
in caution. Still, the 0.81 Gyr variation observed for ` > 3 between
t = 5.1 Gyrs and t = 0.8 Gyr is significant and so is the variation
observed for ` > 4 (1.3 Gyr).
6.1.2.3 A longer coherence length As mentioned above, the
variation of the characteristic time scale can be explained by the
measured increase in mean velocity. Conversely, the decrease of
coherence time may be the consequence of smaller potential blobs
with time: a ‘large’ (three-dimensional) potential takes longer to
disappear than a smaller one. One crude approximation could be:
L1
L2
=
V1∆T1
V2∆T2
. (73)
where L is the radial size of the potential blob, V its radial veloc-
ity and ∆T its coherence time. We may assume that the ` > 4
truncation is representative of the potential due to infalling ob-
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Figure 24. The time matrices of the Tψ
e
` (t, t+ ∆t) coefficients. Blue (resp.
red) colors stand for low (resp. high) values of the coefficients. The diagonal
terms are equal to the angular power spectrum, i.e. Tψ
e
` (t, t) = C
ψe
` (t). As
can be seen from Fig. (22) fluctuations observed for T1 are within the error
bars. A smooth (resp. sharp) decrease of Tψe` (t, t + ∆t) with the distance
to the diagonal imply a long (resp. short) coherence time. Here, coherence
time decreases with angular scale.
jects, i.e. ∆T1/∆T2 ∼ 1.95. We may also consider that the radial
velocity variation is equal to the one measured for the mean ve-
locity of infall ( see section 5.3.1): V1/V2 = 0.77. We find that
L1 ∼ 1.5L2, i.e. the radial size decreases with time. The same
calculation with ` > 3 leads to L1 ∼ 1.1L2 and the results re-
main qualitatively the same. In other words, the coherence length
was longer in the past and the velocity variation cannot explain the
coherence time variation. The only other way to explain a longer
coherence length would invoke potential blobs falling successively
through the sphere, coming from roughly the same direction. To
induce a decreasing coherence time, these blobs would have to be
either bigger before or either more numerous. Such a crude pic-
ture would be coherent with the measured decrease of accretion
with time and the anisotropic nature of accretion by haloes (see
e.g. Knebe et al. (2004), Aubert et al. (2004)).
Figure 25. Top and Middle: the time evolution of the characteristic time
scale ∆TTe` , obtained by fitting T
ψe
` (t, t+ ∆t) with equation (71). Symbols
are the measurements while bars stand for 3σ fitting error bars. The second
order fit of the time evolution of each Tψ
e
` is also shown. Parameters can
be found in appendix. Except ` = 4 and (marginally) ` = 5 modes, no
time evolution can be observed. The time resolution is 0.53 Gyr. Bottom:
examples of Tψ
e
` (t, t+ ∆t) fitted by Lorentzian functions.
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Figure 26. Top: the angulo-temporal correlation function, we(θ,∆t) =
〈δ[ψe ](Ω, t)δ[ψe ](Ω+∆Ω, t+∆t)〉. The dipole (` = 1) and the quadrupole
(` = 2) components were removed. Blue (resp. red) colours stand for low
(resp. high) values of the correlation. Isocontours are also shown. The main
axes of the ‘ellipses’ centred on (∆Ω = 0, ∆t = 0) give indications on the
characteristic time and angular scales of ψe(Ω, t). Bottom: comparison be-
tween the measured 2D correlation function (solid lines) and the fit obtained
using the equation (72) (dashed lines).
6.2 Flux density of mass: vρ ≡ ρvr
The mode 〈〈Cvρ` 〉〉 of the distribution of the vρ angular power spec-
trum is computed using equations (42)-(43). In order to deal with
adimensional quantities, the reduced harmonic coefficients, a˜`,m,
are defined as:
a˜`,m ≡
√
4pi(
a`,m
〈a00〉
− δ`0
a0,0
〈a00〉
). (74)
The accretion contrast, δ[vρ ], and the a˜`,m coefficients are linked
by:
δ[vρ ](Ω) ≡
vρ(Ω)−vρ
〈vρ〉 = ∑`,m
a˜`,mY`,m(Ω). (75)
Figure 27. The cosmic evolution of the potential’s coherence time. This
characteristic time scale is obtained by fitting the 2D correlation func-
tion we(θ,∆t) with the function given in equation (72). The correlation
function is computed using harmonics coefficients with ` > 3 (crosses),
` > 4(squares), ` > 5 (triangle), ` > 6 (circle) and ` > 7 (diamonds).
Bars stand for 3σ fitting errors. The time resolution is 0.53 Gyr.
6.2.1 Angular power spectrum
Knowing 〈a00〉(t), the angular power spectrum Cvρ` (t) is computed
for each halo. At each time step and for each harmonic order `,
we fitted the Cvρ` (t) distribution by a log-normal distribution (see
Fig. C4). The probability distribution of Cvρ` (t) is weighted as de-
scribed in appendix A.
The evolution of 〈〈Cvρ` (t)〉〉 with time is shown in Fig. (28).
The shape of 〈〈Cvρ` (t)〉〉 remains mostly the same with time and is
fitted by a simple function:
〈〈Cvρ` 〉〉(t) = q
vρ
1 (t) +
qvρ2 (t)
(`+ qvρ3 (t))
2
. (76)
The time evolutions of qvρ1 , q
vρ
2 and q
vρ
3 are shown in Fig. (29) and
can be fitted by decreasing exponential:
qvρ (t) = h+ ke−
t
u2 . (77)
Only the dipole (` = 1) harmonic does not fit with the previous
functional form and is systematically lower than the other harmon-
ics’ contributions. If particles velocities were measured in an abso-
lute referential, the dipole strength would reflect the halo’s motion
in the surrounding matter. Also strong mergers may cover a 180 de-
gree angle on the sphere and would contribute to the dipole. Since
velocities are measured in the halo’s rest frame and strong merg-
ers are excluded, the dipole strength is substantially lowered, as is
measured.
The values for h, k, u are given in table 4. The offset qvρ1 of
〈〈Cvρ` (t)〉〉 increases with time. From equation (74), one can see that
〈〈Cvρ` (t)〉〉 is proportional to the square of the accretion contrast. If
the power spectrum experiences a global shift toward higher values
with time it implies that the accretion contrast increases with time.
Since the average velocity does not vary strongly with time, it sug-
gests that we actually see objects getting denser with time. This ef-
fect is similar to the global increase of the 3D power spectrum P(k)
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h k u
q
vρ
1 0.0242 17.86 0.867
q
vρ
2 3.153 2699. 0.8933
q
vρ
3 5.4105 9.44 1.55
Table 4. Fitting parameters for the time evolution of 〈C`〉vρ model’s co-
efficients (see (equation (76))). qvρ3 (t) = h+ ke
− t
u2 with lookback time t
expressed in Gyr.
with time due to density growth. The qvρ2 coefficient evolves as q
vρ
1 .
It illustrates the fact that the 〈〈Cvρ` (t)〉〉 amplitude remains mainly
constant. The qvρ3 coefficient should be seen as a typical scale and
varies slightly from qvρ3 = 6 at z = 1 to q
vρ
3 = 11 at z = 0.1.
The 〈〈Cvρ` (t)〉〉 becomes marginally ‘flatter’ as time passes, imply-
ing that small scales contribute more to the spatial distribution of
vρ(Ω, t), consistently with the evolution of 〈〈C`(t)ψe 〉〉.
The flat power spectrum measured for vρ on small scales sug-
gests that isolated particles contribute significantly and increasingly
with time. In other words, accretion becomes low enough to be
poorly resolved in terms of particles.
In order to assess these environment/resolution effects, we
computed 〈〈Cvρ` (t)〉〉 for three different classes of masses (see figure
30) at a look-back time of 800 Myrs. For the heaviest haloes, the
power spectrum is peaked toward low ` values. The contribution
of large scales is quite important. For smaller masses the power
spectrum gets flatter and all scales almost contributes equally for
the lightest class of mass. We recall that the harmonic decomposi-
tion of a Dirac function leads to C` = constant. Thus a flat power
spectrum indicates that isolated particles contributes significantly
to the distribution of matter on the sphere. The relative behaviour of
the three 〈〈Cvρ` (t)〉〉 confirms that larger haloes still experience im-
portant mergers (i.e. on large scales) while small ones are in quiet
environments at our simulation resolution.
It clearly appears that the angulo-temporal correlation func-
tion related to 〈〈Cvρ` (t)〉〉 would be dominated by the secular evo-
lution of the angular power spectrum and consequently no coher-
ence time would be detectable. We show in appendix D how the
evolution of 〈〈Cvρ` (t)〉〉 is related to class of mass biases and possi-
ble resolution effects. The previous measurements on the potential
were not sensitive to these effects because of the smoother nature of
the field. Using an alternative definition of Cvρ` , we circumvent the
measured secular evolution and find that angular power spectrum
of vρ can be fitted by a simple power-law (see Fig. D1) at every
time:
〈〈C
′vρ
` 〉〉(t) = 0.75`−1.15. (78)
The corresponding angulo-temporal correlation function is given in
Fig. D3. As expected, we find a shorter coherence time for the vρ
than for ψe, because of the ‘sharper’ nature of the former. Over-
all, these results strongly suggest that class of mass and resolution
biases should be systematically investigated. Such studies will con-
strain more firmly the correlations of the mass flux measured at the
virial radius.
Figure 28. The average angular power spectrum, 〈Cvρ` 〉 (t), at t =
0.8, 3.5, 5.7, 7.8 Gyr (symbols). 〈Cvρ` 〉 (t) is taken as the mode of the log-
normal function used to fit the C` distribution. Bars stand for 3σ errors. For
a given ` the corresponding angular scale is pi/`. 〈Cvρ` 〉 (t) may be fitted
by a generic model given by equation (76) (solid line).
Figure 29. Coefficients time evolution for the 〈Cvρ` 〉 (t) model (see equa-
tion (76))(symbols). The three time evolutions may be described accurately
by decreasing exponentials (see equation (77)) (solid lines).
6.3 A scenario for the accretion of a typical halo between
z = 1 and z = 0
Let us draw a summary of the previous results in order to get a syn-
thetic picture of the flux properties at the virial radius. A typical
halo would have a mass of 1013M¯ and a radius R200 ∼ 500kpc
at z=0. It would be embedded in a quasi-stationary gravitational
potential, ψe. Such a potential would be highly quadrupolar and is
likely to be induced by the large scale distribution of matter around
the halo. The halo accretes material between z = 1 and z = 0 at
a rate which declines with time. At high redshift, only accretion is
detected at R200. It is mainly radial and occurs at a velocity close to
75% times the circular velocity. As time advances, accretion of new
material decreases, while outflows become significant. Outflows
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Figure 30. The average angular power spectrum, 〈Cvρ` 〉 (t), at t = 0.8 Gyr
(symbols) for three different class of masses. 〈Cvρ` 〉 (t) is taken as the mode
of the log-normal function used to fit the Cvρ` distribution. Bars stand for 3σ
errors. Mass are expressed in solar masses. For a given ` the corresponding
angular scale is pi/`. The three measurements are fitted by equation (76)
(solid line). The power spectrum gets flatter for small haloes. Accretion by
small haloes is dominated by small objects or even isolated particles.
occur at lower velocities and on more circular orbits. A fraction of
the outflowing component is due to a backsplash population made
of material which already has passed through the virial sphere. An-
other fraction of outflows is made from ’virialized’ material of the
halo which goes further than R200 and is being ’cancelled’ by its
infalling counterpart. The clustering on the sphere of the gravita-
tional potential drifts toward smaller scales, while the clustering of
matter follows marginally the same trend at our level of resolution.
It reflects the increasing contribution with time of weak/diffuse ac-
cretion, poorly sampled at our resolution. In parallel, the coherence
time of potential fluctuations is seen decreasing with time by the
halocentric observer. This decrease may be related with the accre-
tion of satellites, where objects were numerous enough to ‘overlap’
in the past and implying that accretion occurs mainly in the same
direction on the virial sphere.
This scenario seems qualitatively consistent with most of the
past studies made on the subject using the full 3D information con-
tained in simulations. The decline of accretion rate has been already
measured by e.g.van den Bosch (2002b) even though our measure-
ments are in a slight quantitative disagreement. The ‘rebound’ of
matter through the Virial sphere has already been mentioned by e.g.
Mamon et al. (2004) or Gill et al. (2004). Furthermore, we recover
the velocity bimodality and the circularization of orbits detected
by Gill et al. (2004) in high resolution simulations. Finally, we re-
late the variation of the potential’s coherence time to the anisotropy
of accretion, already demonstrated by e.g. Knebe et al. (2004) or
Aubert et al. (2004).
7 SUMMARY & DISCUSSION
In this paper we measured the detailed statistical properties of dark
matter flows on small scales (6 500 kpc) in the near environment
of haloes using a large set ofΛCDM cosmological simulations. We
concentrated on flows at the haloes’ virial radius while describing
the infalling matter via flux densities through a spherical shell. In
parallel, we measured the statistical properties of the tidal potential
reprojected back onto the boundary.
The statistical one- and two-point expectations of the inflow
were tabulated both kinematically and angularly on the R200 virtual
sphere. All measurements were carried for 15 000 haloes undergo-
ing minor (as defined) mergers between redshift 1. and zero.
Our purpose was twofold: (i) characterize statistically (via
one- and two-point statistics) the detailed (angular and kinematic)
incoming fluxes of dark matter entering the virial sphere of a bi-
ased (described in Section 4.2) sample of haloes undergoing mi-
nor mergers, (and in particular measure the statistical properties
of the first three moments, vρ, (this paper) vρv, and vρσσ (paper
II)); (ii) compute the first two moments of the linear coefficients,
cn, (resp. bn) of the source term (resp. external potential) enter-
ing equations (13)-(14) (paper II). We also provided a method to
re-generate realization of the field, via Equation (38) and (E6)).
We briefly demonstrated (Section 2.2) how a perturbative de-
scription of the dynamics of haloes can propagate the statistical
properties of environments to the statistical properties of the halo’s
response.
The description of the environment involved the projection of
the potential and the source on a basis of functions. This basis al-
lowed us to decouple the time evolution from the angular and veloc-
ity dependence of these two quantities. Hence, the accretion and the
tidal potential were completely described by the projection coeffi-
cients and their statistical properties, which depend on time only.
We also discussed how the flux densities of matter, momentum and
energy can be related to the source and its expansion coefficients.
We restricted ourselves to the one- and two-point statistical
description of the tidal field ψe and the flux density of mass vρ
and postponed to paper II (Aubert & Pichon (2005), in prep.) the
full description of the higher moments. Since these measurements
will be used as an entry to a perturbative description of the inner
dynamics of haloes, only objects with quiet accretion history were
selected as discussed in Section 4. Throughout this biased sample
of haloes we made statistical measurements of the kinematic prop-
erties of accretion.
These measurements provide statistical results on the follow-
ing quantities:
• the evolution of the accretion rate at the virial sphere: the net
accretion is found to decrease with time, probing both the increas-
ing contribution of outflows and the decline of strong interactions.
• the evolution of the net velocity distribution of the accretion:
infall exhibits a typical velocity of 0.75Vc. A backsplash compo-
nent is detected at recent times with a significant outflowing com-
ponent at a lower velocity (∼ 0.6Vc).
• the evolution of the impact parameters/incidence angle distri-
bution of the infall. The infall is found to be mainly radial while
outflows are on more circular orbits.
• the angulo-temporal two-point correlation of the external po-
tential on virial sphere. The potential appear to be mainly domi-
nated by a strong and constant quadrupole. The coherence time of
smaller angular scales provide hints of anisotropic accretion.
• the angular power spectrum of accreted matter. The cluster-
ing is dominated by small angular scales, possibly at the resolution
limit.
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• the angulo-temporal correlation of the flux density of mass.
The coherence time appears shorter than for potential fluctuations,
as expected.
These quantitative and tabulated results can also be interpreted in
terms of properties of accreted objects or of smooth accretion and
are coherent with previous studies (e.g. Mamon et al. (2004), Gill
et al. (2004), van den Bosch (2002b), Knebe et al. (2004), Aubert
et al. (2004)). This agreement between our fluid description of the
environment and those published results are clearly encouraging
for the reliability of the method. A systematic comparison of the
current approach with an analysis in terms of satellites is in order,
in the spirit of Aubert et al. (2004).
These kinematic signatures provide insights into the processes
which occur in the inner regions of haloes. In particular, the kine-
matic discrepancies between the different components of the mass
flux should be understood in terms of dynamical friction, tidal
stripping or even satellite-satellite interactions within the halo. The
kinematical properties of accreted matter may be transposed to
the kinematical properties of satellites observed around galaxies.
Newly accreted material exhibits kinematic signatures (radial, high
velocity trajectories) different from the ones measured for matter
which has already interacted with the halo (tangential, low-velocity
orbits). Admittedly, it is not straightforward to apply directly our
results to the luminous component (see Pichon & Aubert (2005)
for a discussion of thresholding), and how projection effects may
affect the distributions. Nevertheless, the corresponding observa-
tional measurements on satellites should provide information on
the past history of these objects.
With the statistical description of the tidal field presented in
this paper only, we may already implement the theory presented
in paper III in the regime of pure tidal excitation. The complete
knowledge of the source (described in paper II) should consider-
ably extend the realm of application provided by this theory. Specif-
ically, we have shown in paper III, that the internal dynamics of
substructures within galactic haloes (distortion, clumps as traced
by Xray emissivity, weak lensing, dark matter annihilation, tidal
streams ..), and the implication for the disk (spiral structure, warp
etc... ) could be predicted within this framework. Conversely the
knowledge of the observed properties of a statistical sample of
galactic haloes could be used to (i) constrain observationally the
statistical nature of the infall (ii) predict the observed distribution
and correlations of upcoming surveys, (iii) time reverse the ob-
served distribution of clumps, and finally (iv) weight the relative
importance of the intrinsic (via the unperturbed distribution func-
tion) and external (tidal and/ or infall) influence of the environment
in determining the fate of galaxies.
The statistical measurements of the clustering of both ψe and
vρ allow the regeneration of synthetic environments. Knowing the
average evolution and the angular power spectra of these quanti-
ties, the generation of spherical maps in the Gaussian regime is
straightforward. We describe such a regeneration procedure in ap-
pendix E. Such maps would efficiently provide realistic environ-
ments of haloes, consistent (up to two-point statistics) with those
measured in simulations2.
2 Extensions to non Gaussian fields are possible (following e.g. Contaldi &
Magueijo (2001)) but imply the use of higher order correlations which are
beyond the scope of this work
It should also be emphasized that some aspects of the present
work are exploratory only, in that the resolution achieved (Mhalo >
5 · 1012M¯) is somewhat high for L? galaxies. In fact, it would be
interesting to see if the properties of infall changes for lower mass
(Mhalo < 5 · 1012M¯) together with the intrinsic properties of
galaxies. In addition a systematic study of biases induced by our
estimators of angular correlations should be conducted. For a fixed
halo mass, our lack of resolution implies that we over estimate the
clumsiness of the infall.
This limited resolution both spatially and in mass of our sim-
ulations appeared to be an issue for some of the results presented
here (e.g. the angular power spectrum of vρ). Higher resolution
simulations will be required to fully assess these limitations. In
particular, a fraction of accretion detected as a weak/diffuse compo-
nent may be associated to unresolved objects; the influence of small
mass satellites should therefore be explored. With the prospect
of deducting the properties of galaxies from haloes environments,
lower mass haloes are more likely to host only one galaxy, mak-
ing them more suitable for such a study. Cosmological simulation
of small volumes also tend to prevent the formation of rare events
which may be relevant for the representativity of the study: for ex-
ample, some disks seem to indicate that they were formed in ‘very
quiet’ environments. The right balance between resolution and vol-
ume should be found. Aside from these biases induced by simu-
lations, we also introduced selection criteria on both the mass or
the accretion history of haloes and the influence of these arbitrary
choices on our statistical distribution should be assessed precisely.
It should also be stressed that we did not take into account the
anisotropy of the infall, as discussed in Aubert et al. (2004), nor the
extra polarization induced by the presence of an embedded disk,
which will undoubtedly reinforce the corresponding polarization
and anisotropy.
Eventually using hydrodynamical codes (such as AMR) which
includes baryonic effects in simulations and introducing the physics
of gas in our model, we would construct a complete semi-analytic
tool to study dynamics of galaxies.
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Figure A1. The average angular two-point correlation function, 〈ξ(θ)〉 of
the advected mass spherical field ρvr(Ω). The correlation function is shown
as a function of the angular distance on the sphere θ given in radians. Us-
ing the positions of accreted particles around 200 haloes at z=1, the average
correlation function can be computed (dots). Lines represent the correla-
tion function deduced from the harmonic coefficients of the ρvr(Ω) fields
around the same 200 haloes, with lmax= 10, 30, 50, 60. The convergence is
ensured for lmax > 50.
APPENDIX A: HARMONIC CONVERGENCE
As explained in section 3.1, the angular dependence of the source
function is expanded over a basis of spherical harmonics Y`m(Ω).
In order to set the maximal order of this expansion, `max, we
compared the two-point correlation function of the spherical field
ρvr(Ω) to the one inferred from harmonic coefficients, a`m, and
power spectrum C` (see equations (equation (42)) and (equa-
tion (43))). Within a set of randomly distributed particles, let
dpoisson(θ) be the probability of finding two particles with an angu-
lar separation θ. If d(θ) is the same probilty for a given distribution
of particles then its two-point correlation function ξ(θ) is defined
as:
ξ(θ) ≡ d(θ)
dpoisson(θ)
− 1. (A1)
The correlation function ξ(θ) and the a`m coefficients are related
by (e.g. Peacock (1999)):
ξ(θ) =
`max
∑
`=0
C`(2`+ 1)P`(cos θ), (A2)
where θ is an angular distance on the sphere and P`(x) a Legendre
function. The average angular correlation function 〈〈ξ(θ)〉〉pair is
defined as:
〈〈ξ(θ)〉〉pair ≡
1
∑p n2p
∑
p
n2pξp(θ), (A3)
where ξp(θ) is the two-point correlation function of the p-th halo
computed using np particles passing through the virial sphere.
From a set of 200 haloes extracted from a simulation, we computed
〈〈ξ(θ)〉〉 using different values for `max (see figure A1). From the
same set of haloes, we also computed the average two-point cor-
relation function directly from the particles positions using equa-
tion (A1).
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From figure A1, it clearly appears that 〈〈ξ(θ)〉〉pair has not con-
verged for `max 6 30. For `max > 50 the actual two-point corre-
lation function is well reproduced. Since no real difference can be
distinguished between `max = 50 and `max = 60, we chose to
limit the harmonic expansion of the source term to ` 6 50. Note
that the truncation in `max defines an effective resolution beyond
which the distribution is effectively coarsed grained.
APPENDIX B: ANGULO-TEMPORAL CORRELATION
Let us consider a spherical field X(Ω, t) which can be expanded
over the spherical harmonic basis:
X(Ω, t) =∑
`m
x`m(t)Y`m(Ω). (B1)
The correlation wX between two successive realizations of X is
defined as:
wX(Ω,Ω′, t, t′) ≡ 〈X(Ω, t)X(Ω′, t′)〉 (B2)
where 〈·〉 stands for the statistical average. If X(Ω, t) is isotropic,
the correlation should not depend on Ω or Ω′ but only on the dis-
tance θ between the two points. It implies that wX can be expanded
on a basis of Legendre Polynomials PL(y):
wX(Ω,Ω′, t, t′) = wX(θ, t, t′) =∑
L
(2L+ 1)TLPL(cos(θ)) (B3)
How are TL and x`m related ? Rewriting equation (B2) as:
wX(θ, t, t′) =∑
`m
∑
`′m′
〈x`m(t)x∗`′m′ (t′)〉Y`m(Ω)Y∗`′m′ (Ω′), (B4)
one can write:∫
dΩdΩ′Y∗`1m1 (Ω)Y`2m2 (Ω
′)wX = 〈x`1m1 (t)x∗`2m2 (t′)〉. (B5)
Meanwhile, assuming isotropy, one can also write∫
dΩdΩ′Y∗`1m1 (Ω)Y`2m2 (Ω
′)wX =
∑
L
(2L+ 1)TL
∫
dΩdΩ′Y∗`1m1 (Ω)Y`2m2 (Ω
′)PL(cos(θ))
= ∑
LM
(4pi)TL
∫
dΩdΩ′Y∗`1m1 (Ω)Y`2m2 (Ω
′)YLM(Ω)Y∗LM(Ω
′)
= ∑
LM
(4pi)TLδL`1δL`2δMm1δMm2 , (B6)
where PL is expressed in terms of spherical harmonics using the
spherical harmonics addition theorem. In the end, we get:
T` =
1
4pi
〈x`m(t)x∗`m(t′)〉. (B7)
For a given realization of X(Ω, t), T` can be estimated by:
T` =
1
4pi
1
2`+ 1∑m
x`m(t)x∗`m(t
′) (B8)
APPENDIX C: DISTRIBUTIONS
In this appendix, we present the various distributions fitted either by
normal or log-normal PDF. For each quantity, the mode (or most
probable value) of the distribution has been obtained from these
fits. The Gaussian distribution is defined by:
Figure C1. The probability distribution of b00 at four different times. This
coefficient is proportional to the external potential averaged on the sphere.
The log-normal fit is also shown.
N(x) =
A
σ
√
2pi
exp
(
− (x− µ)
2
2σ2
)
, (C1)
while the mode is equivalent to the mean µ. The log-normal distri-
bution is given by
LN(x) =
A
σ
√
2pi
exp
(
− (log(x/µ))
2
2σ2
)
, (C2)
while the mode is given by µ exp(−σ2). The different fits men-
tioned in the main text are described in the following figures:
• Fig. (C1) shows the distributions of the harmonic coefficient
b00(t) which is proportional to the potential averaged on the sphere.
It is expressed in units of GM/R where M is expressed in 1010M¯,
R in kpch−1 and G=43007 in internal units.
• Fig. (C2) shows the distributions of the external potential’s
power spectrum for four different harmonic ` = 2, 5, 10, 20 at t=1.3
Gyr. The distribution has been fitted by a log normal function.
• Fig. (C3) shows the distributions of the mean fluxΦM(t). The
mean flux is proportional to the harmonic coefficient a00. The dis-
tribution is fitted by a normal distribution. The normal model agrees
well with the measured distribution at recent times but fail to re-
produce the outliers tail at high redshift. Consequently the mode
position is underestimated at these times.
• Fig. (C6) shows the distributions of one of the coefficient in-
volved in the computation of the velocity distribution φ(v). Four
different times are being represented. The coefficient distribution
has been fitted by a Gaussian distribution.
• Fig. (C4) shows the distributions of the power spectrum val-
ues Cvρ` for four different harmonic order `. The fits were made
at t = 1.9 Gyr. This distribution has been fitted by a lognormal
distribution.
• Fig. (C5) shows the distributions of the power spectrum val-
ues C
v′ρ
` for four different harmonic order `. The fits were made
at t = 2.95 Gyr. This distribution has been fitted by a lognormal
distribution.
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Figure C2. The probability distribution of Cψ
e
` the for ` = 2, 5, 10, 20 at
the look-back time t = 1.9 Gyr. Note that the X-axis is sampled logarith-
mically; the corresponding log normal fit of the mode is also shown.
Figure C3. The probability distribution of the mean flux ΦM(t) for four
different times. The normal fit is also shown.
APPENDIX D: ALTERNATIVE CONTRAST AND
ANGULO-TEMPORAL CORRELATION
It appears clearly from the time evolution of 〈〈Cvρ` 〉〉(t) presented in
the main text, that no angulo-temporal correlation can be computed,
since it would be completely dominated by the secular evolution of
the power spectrum. For this reason, an alternative definition of the
flux density contrast has been used:
δ′[vρ ](Ω) ≡
vρ(Ω)−vρ
vρ
= ∑
`,m
a˜′`,mY`,m(Ω), (D1)
or in terms of harmonic coefficients:
a˜′`,m ≡
√
4pi(
a`,m
a00
− δ`0). (D2)
Using this new definition, the fluctuations of vρ on the sphere are
measured relative to the mass flux of each individual halo. The main
Figure C4. The probability distribution of the C` for ` = 3, 10, 25, 40 at
the look-back time t = 1.9 Gyr. Note that the X-axis is sampled logarith-
mically; the corresponding log normal fit of the mode is also shown.
Figure C5. The probability distribution of Cv
′
ρ
` the for ` = 3, 10, 25, 40 at
the look-back time t = 1.9 Gyr. Note that the X-axis is sampled logarith-
mically; the corresponding log normal fit of the mode is also shown.
drawback of such a definition is that it couples the a00 and the a`m
coefficients from the beginning. For example, the resimulation of
such fields would require the knowledge of conditional probabil-
ities, i.e. what is the distribution of a`m for a given value of a00,
while the previous definition (given by equation (74)) only acted as
specific choice of (non constant) units. Furthermore this new defi-
nition is more sensitive to outliers with low a00 values.
Still, the angular power spectrum 〈〈C
′vρ
` 〉〉(t) of δ′[vρ ](Ω) is
much more regular than the one obtained from the previous defi-
nition. Its overall amplitude remains constant over the last 8 Gyrs,
while its shape seems to be less dominated by small scale contri-
butions. This alternative power spectrum is well fitted by a single
power law:
〈〈C
′vρ
` 〉〉(t) = 0.75`−1.15, (D3)
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Figure C6. The probability distribution of the c0,012,0,0 for the look-back times
t = 1.9, 3.5, 4.5 and 5.7 Gyrs. Note that the X-axis is sampled linearly; the
corresponding fit of the mode is also shown.
Figure D1. The angular power spectrum of the external potential,
〈C
′vρ
` 〉 (t), at four different lookback times (symbols). Harmonics coeffi-
cients were normalized using equation (D2), halo by halo. 〈C
′vρ
` 〉 (t) is
taken as the mode of the log-normal function used to fit the C
′vρ
` distribu-
tion. Bars stand for 3σ errors. For a given ` the corresponding angular scale
is pi/`. The power spectra may be fitted by a generic model given by equa-
tion (D3) (solid line). Unlike 〈C
′vρ
` 〉 (t), 〈C
′vρ
` 〉 (t) remains the same with
time because of a different normalization.
for the whole time range covered by the current measurements.
This constant shape suggest that harmonic coefficients scale like
a00, i.e. the mass flux. Such a scaling is not obvious, since a
strongly clustered vρ field may coexist with a nil net flux (i.e.
a00 ∼ 0). It also implies that the evolution measured on the previ-
ous definition of the power spectrum, 〈〈Cvρ` 〉〉(t), is more related to
the evolution of the average flux (traced by a00) than to the modifi-
cation of the fluctuations amplitude (traced by the others a`m). Still,
the evolution of 〈a00〉 spans over one magnitude while the evolution
of 〈〈Cvρ` 〉〉(t) spans over several order of magnitudes: this strongly
Figure D2. Scatter plots of the power spectra Cvρ40 (Top) and C
′vρ
40 (Bottom)
as a function of a200. The four colors stand for different lookback times: t=
7.8 Gyrs (red), 5.6 Gyrs (green), 4. Gyrs (yellow) and 2.8 Gyrs (blue). The
monopole a00 scales like the integrated flux of matter. The quantities C
vρ
40
and C′vρ40 differ by the normalization applied to the harmonic coefficients
a`m. See the main text for more details.
suggests that two different populations of haloes contribute to the
two type of power spectrum. In Fig. (D2), the scatter plot of C40
and C′40 as a function of a00 shows that the haloes which expe-
rience strong accretion dominate the peak of the C′40 distribution
while haloes with low accretion dominate the peak of the C40. Fur-
thermore C40 does not scale anymore like a00 as it drops below
some level, providing hints of resolution and isolated particles ef-
fects. To conclude, δ′[vρ ](Ω) appears as better way to re-scale the
fluctuations’ amplitude since it provides a more regular behavior of
the power spectrum, but it is a more complex quantity to manipu-
late. Meanwhile, δ[vρ ](Ω) is probably the correct way to to proceed
but is clearly more sensitive to resolution effects, which should be
assessed with bigger simulations in the future.
Since the behavior of δ′[vρ ](Ω) is more regular than the previ-
ous contrast definition , the angulo-temporal correlation function of
the flux density of mass has been computed from this new defini-
tion. Since this definition is different from that used for the poten-
tial, we restrict ourselves to a qualitative description. The correla-
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Figure D3. The angulo-temporal correlation function, w′v(θ,∆t) =
〈δ[v](Ω, t)δ[v](Ω + ∆Ω, t + ∆t)〉. Blue (resp. red) colors stand for low
(resp. high) values of the correlation. Isocontours are also shown. Large an-
gular scale isocontours (∆Ω ∼ pi/2) have large temporal extent, due to the
quadrupole dominance over the potential seen on the virial sphere.
tions are given in Fig. (D3). Clearly, the correlation is more peaked
around ∆t = 0 and more generally wvρ is sharper than wψ. Note
that no multipole ` has been removed during the computation of
wvρ , implying that the quadrupole effect measured in the poten-
tial correlation is simply not detected for this field. This strongly
suggest a large-scale ‘cosmic’ origin for the quadrupolar tidal field
rather than an artifact of the spherical intersection of an ellipse. Fur-
thermore, the correlation time is smaller than the one measured for
the potential, even compared to the correlation time of the potential
without the ` = 2 component. This is coherent with the fact that
density blobs should be ‘sharper’ than potential blobs as they pass
through the sphere.
APPENDIX E: RE-GENERATING GALACTIC TIME
LINES
Given the measurements given in Section 5 and Section 6, let us
now describe how to regenerate realizations of the history of the
environment of haloes, first for the tidal field only, and then for the
full accretion history.
E1 Re-generating tidal fields
Let us first focus on the generation of the potential tidal field gener-
ated by fly by’s, hence neglecting the influence of the infall through
the virial sphere.3
Let us call Ψˆ = ψˆm,ω(T) the temporal (w.r.t the fast time)
and angular Fourier transform of the potential, at fixed slow time,
T. The probability distribution of Ψˆ, p(Ψˆ) is given by
3 note that this assumption is not coherent with the way the measurements
are carried, since it implies that the infalling material somehow disappear
after crossing R200.
p(Ψˆ) =
exp
[
− 12
(
Ψˆ− 〈Ψˆ〉)> · C−1
Ψˆ
· (Ψˆ− 〈Ψˆ〉)]
(2pi)1/2 det
1/2 |CΨˆ|
, (E1)
where the variance reads
CΨ(T) =
〈
(Ψˆm,ω − 〈Ψˆm,ω〉).(Ψˆm,ω − 〈Ψˆm,ω〉)
〉
, (E2)
and the mean field obeys
〈Ψˆ〉(T) = 〈Ψˆm,ω〉 . (E3)
Since the potential is isotropic, 〈Ψˆ〉(T) is essentially zero (see also
Fig. ??), while CΨ stands for the angular power spectrum described
in section 6.1. Let us call {Ψˆm,ω(Ti)}i6N , the set of sampled Ψˆ a
fixed slow time, Ti. Relying on a linear interpolation between two
such realizations, the corresponding external potential reads in real
space:
ψe(t,Ω) =∑
i
∑
m
∫
dω exp (ım ·Ω+ ıωt)Kmi (t,ω) . (E4)
where the kernel, Kmi (t,ω), reads
Kmi (t,ω) =
[
Ψˆm,ω(Ti+1)
t− Ti
Ti+1 − Ti
+ Ψˆm,ω(Ti)
Ti+1 − t
Ti+1 − Ti
]
×
Θ(Ti+1 − t)Θ(t− Ti) , (E5)
recalling that Θ(x) is the Heaviside function. This procedure can
be repeated for an arbitrary number of virtual tidal histories.
E2 Re-generating tidal fields and infall history
Let us assume briefly that the fields are stationary both in time and
angle, and that their statistics is Gaussian. As shown in figure E1,
this assumption is quite acurate for the expansions of the potential
and the flux density of mass. Let us call the eleven dimensional
vector Π(t) ≡ (vρ,vρv,vρσσ,ψe); and Πˆm,ω the temporal and
angular Fourier transform of the fields. The joint probability of the
field, p(Πˆm,ω), reads
p(Πˆm,ω) =
exp
[
− 12
(
Πˆ− 〈Πˆ〉)> · C−1
Πˆ
· (Πˆ− 〈Πˆ〉)]
(2pi)11/2 det
1/2 |CΠˆ|
, (E6)
where
CΠ =
[〈
(Πˆim,ω − 〈Πˆim,ω〉) · (Πˆjm,ω − 〈Πˆjm,ω〉)
〉]
i,j611
, (E7)
and
〈Πˆ〉 =
[〈
Πˆim,ω
〉]
i611
, (E8)
Since these fields are mostly isotropic, their expansions coefficients
are nil on average. Hence, the quantity CΠ stands for the angular
power spectrum of the eleven fields. For respectively the potential
and the flux density of mass, its temporal evolution is described in
section 6.1 and 6.2 . These measured power spectra are sufficient to
generate environments restricted to the flux density of mass and the
potential. We emphasize that these two fields would not be coherent
if no-cross correlations is specified. These cross-correlations and
the power spectra for higher moments of the source are given in
paper II.
Assuming the full knowledge of these 11 fields and their
cross-correlation, it is therefore straightforward to generate for each
(m,ω) a eleven dimensional vector which satisfies equation (E6),
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Figure E1. Probing the Gaussianity of the harmonic expansions a`m, de-
scribing the flux density of mass (Top) and b`m, describing the potential ψe
(bottom). Units are arbitrary. Only the real part of the coefficients is shown
here, but the imaginary parts have similar distributions. Clearly, the distri-
butions are quasi-Gaussians.
and repeat the draw for all modes (both ω and m). Inverse Fourier
transform yields Π(t). Once Π(t) is known, we can regenerate the
whole five dimensional phase-space source as a function of time
via equation (38). This process can also be repeated for an arbitrary
number of virtual halo histories. The assumption of stationarity in
time can be lifted following the same route as that sketched in Sec-
tion E1.
APPENDIX F: FROM EXPANSION COEFFICIENTS TO
FLUX DENSITIES
F1 From expansion coefficients to advected momentum
The phase space distribution of advected momentum is given by:
vρv(Ω, v, Γ, t) ≡ se(Ω, v, Γ, t)v. (F1)
= ∑
α,m,m′
cmαm′ (t)gα(v)Ym(Ω)Ym′ (Γ)v, (F2)
where the velocity vector may be written as a function of spherical
harmonics:
v = −v
√
2pi
3
(−Y∗1−1(Γ) +Y∗11(Γ))eθ
−vi
√
2pi
3
(Y∗1−1(Γ) +Y
∗
11(Γ))eφ
v
√
pi
3
Y∗10(Γ)er. (F3)
Then, one can write:
vρv(Ω, t) ≡
∫
dvdΓv2se(Ω, v, Γ, t)v (F4)
= ∑
α,m,m′
[
vρv
]
m (t)Ym(Ω) (F5)
where[
vρv
]
m (t) =∑
α
(3σ2µα + µ3α)Tm(t), (F6)
and
Tm(t) =
√
2pi
3
(cmα,1,−1(t)− cmα,1,1(t))eθ
+i
√
2pi
3
(−cmα,1,−1(t)− cmα,1,1(t))eφ
+2
√
pi
3
cmα,1,0(t)er. (F7)
F2 From coefficients to advected velocity dispersion
The distribution of advected velocity dispersion is given by:
vρσiσj (Ω, v, Γ, t) = s
e(Ω, v, Γ, t)(v−V(Ω, t))i(v−V(Ω, t))j, (F8)
where the subscripts i and j stand for r, θ, φ and where
Vi(Ω, t) ≡
∫
dvdΓv2se(Ω, v, Γ, t)vi∫
dvdΓv2se(Ω, v, Γ, t)
=
vρvi (Ω, t)
vρ(Ω, t)
. (F9)
Using equation (F8) and equation (F9), one can find:
vρσiσj (Ω, t) +
vρvi (Ω, t)vρvj (Ω, t)
vρ(Ω, t)
= (F10)∫
dvdΓv2se(Ω, v, Γ, t)vivj
= ∑
m
[
qij(t)
]
m
Ym(Ω). (F11)
The six independent elements of the symmetric tensor q(t) can be
computed from cmαm′ (t) coefficients using equation equation (F3)
and recalling that:∫
dΩY`1,m1Y`2,m2Y`3,m3 =
√
(2`1 + 1)(2`2 + 1)(2`3 + 1)
4pi
×(
`1 `2 `3
0 0 0
)(
`1 `2 `3
m1 m2 m3
)
, (F12)
where
(
`1 `2 `3
m1 m2 m3
)
= W`1,`2,`3m1,m2,m3 is the Wigner 3-j sym-
bol. One can find:
[qrr(t)]m = ∑
αm′
Hmαm′ (t)2W11`
′
00m′ (F13)
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qrφ(t)
]
m = ∑
αm′
Hmαm′ (t)i
√
2(W11`
′
1−1m′ +W
11`′
11m′ )
[qrθ(t)]m = ∑
αm′
Hmαm′ (t)
√
2(W11`
′
1−1m′ −W11`
′
11m′ )[
qφφ(t)
]
m = ∑
αm′
Hmαm′ (t)(−1)(W11`
′
11m′ + 2W
11`′
1−1m′ +W
11`′
−1−1m′ )[
qφθ(t)
]
m
= ∑
αm′
Hmαm′ (t)i(W11`
′
−1−1m′ −W11`
′
11m′ )
[qθθ(t)]m = ∑
αm′
Hmαm′ (t)(W11`
′
11m′ −W11`
′
−1−1m′ − 2W11`
′
1−1m′ ),
where Hmαm′ (t) =
√
4pi(2`′ + 1)(6σ2µ2α + µ4α)W11`
′
000 c
m
αm′ (t)
APPENDIX G: LINEAR DYNAMICAL KERNEL
Consider the equilibrium state F0 of the dark halo which does
not depend on time nor angles since it is assumed to be station-
ary. Let us introduce the corresponding actions I and the angles
w ≡ (wr,wθ ,wφ) together with the angular rates ω ≡ dw/dt.
Let us expand the perturbed potential according to equation (10)
and Fourier transform the basis function with respect to the angles:
ψ
[p]
k (I) =
1
(2pi)3
∫
d3w exp(−ık ·w)ψ[p](r), (G1)
where k ≡ (kr, kθ , kφ) is the Fourier triple index corresponding to
the three degrees of freedom on the sphere. LetΘ(τ) the Heaviside
function, we define two tensors:
Kpn(τ) = (1−Θ(τ)) ·∑
k
∫
d3I exp(ık ·ωτ)ık · dF0
dI
ψ
[p]∗
k (I)ψ
[n]
k (I), (G2)
which depends only on the halo equilibrium state via F0 and
Hpn(τ) = (1−Θ(τ)) ·∑
k
∫
d3I exp(ık ·ωτ)σ[n]ek (I)ψ
[p]∗
k (I), (G3)
which depends only on the expansion basis, equation (10). In equa-
tion (G3), σ[n]ek (I) is defined by
σ
[n]e
k (I) =
∫
d2w′
(2pi)3
exp
(−ık ·w′)Ym[Ω(I,w′, w˜r)]×
Ym′ [Γ(I,w′, w˜r)]gα(v[I,w, w˜r ])
ωr(I)
|r˙(R200, I)|
exp (−ıkrw˜r) , (G4)
while w˜r(R200, I) is the radial angle at the phase where the orbit, I
crosses R200:
w˜r(R200, I) = pi
∫ R200 dr
r˙(I, r)
/∮
dr
r˙(I, r)
. (G5)
Note that in equation (G3) n ≡ (`,m, α, `′,m′), p ≡ (`,m), while
w′ ≡ (wθ ,wφ)
G1 Propagating the statistics: a case study
Let us deduce ϕR200/X(v), the velocity distribution of particles at
radius R200/X, (X > 1) from the dynamical equation. We have by
definition
ϕR200/X(v) =
∫
dΓdΩdR δD(R− R200/X) f (I,w, t), (G6)
while
f (I,w, t) =∑
k
∑
n
∫ t
−∞
dτ exp(ık · !(τ − t) + ık ·w)×[
ık · dF0
dI
ψ
[n]
k (I) [an(τ) + bn(τ)] + cn(τ)σ
[n],e
k (I)
]
. (G7)
In equation (G6), the integrant can be reexpressed as a func-
tion of (v,R,Ω, Γ) via the canonical transformation: (I,w) =
[I(r, v),w(r, v)] (e.g. equation (G5) above). It follows that
ϕR200/X(v) ≡ ϕpolarisation(v) + ϕtidal(v) + ϕbalistic(v) (G8)
where ϕpolarisation(v) corresponds to the component in equa-
tion (G7) which scales like an(τ) (given by equation (12)),
ϕtidal(v) is given in turn by the component explicitly propor-
tional to bn(τ), while ϕbalistic(v) corresponds to the contribution
of cn(τ) in equation (G7). Note that, once the solution to implicit
problem, equation (13), is found, ϕpolarisation(v) is in fact propor-
tional to bn(τ′) and cn(τ′), as expected. Note also that by construc-
tion, all the unperturbed orbits do not contribute to equation (G8).
Recall that we have
wθ = ψ+
∫ r
dr
1
r˙
[
Ωθ − Lz/r2
]
, sin(φ−wφ) = cot β cot θ(G9)
where cos β = Lz/L and sinψ = cos θ/ sin β. equation (G5)
and (G9) and their time derivative define implicitly the relationship
between the angles w = (wr,wθ ,wφ), the actions I = (Ir, L, Lz)
and the positions and velocities r = (r, θ, φ), v = (vr, vθ , vφ) .
Note in closing that the nonlinear theory presented in Pichon
& Aubert (2005) should eventually allow us to propagate the statis-
tics while accounting for dynamical friction.
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11
Distribution des me´taux dans le milieu
intergalactique
Bien que portant sur l’environnement des halos, l’e´tude de´crite dans ce chapitre (et
dans l’article ci-joint Pichon et al. (2003)) se situe sensiblement a` part parmi les autres
travaux pre´sente´s dans ce manuscrit. Au contraire des autres sections, ce sont les pro-
prie´te´s de la matie`re baryonique qui y sont aborde´es. Ce travail illustre toutefois la mise
en oeuvre d’une description statistique des sous-structures d’un halo dans un contexte
observationnel. Cette e´tude aura de plus permis de tester la production de simulations
sur des e´chelles de temps de calcul et nombre de particules largement supe´rieures a` celle
implique´es dans la se´rie de simulations. Deux simulations de matie`re noire pure a` tre`s
haute re´solution en masse (5123 particules dans des volumes de 50 et 20 h−3 Mpc3) ont
e´te´ produite en collaboration avec l’e´quipe GALICS. Destine´es entre autres a` l’e´tude des
effets de re´solution sur les mesures de flux, l’e´tude de la distribution des me´taux aura
permis une premie`re application a` ces simulations.
Comme explique´ dans l’introduction de l’article ci-joint (Pichon et al. (2003)), les
me´taux du milieu intergalactique jouent un roˆle fondamental dans la formation des
galaxies. Compte tenu de leur impact sur les processus de refroidissement du gaz, la
pre´sence de me´taux dans le gaz permet d’expliquer la formation de galaxies massives a`
haut redshift. De meˆme une formation rapide d’e´toiles massives a` partir de ce gaz pour-
rait expliquer le manque observationnelle de petites structures, compare´s aux mode`les
de type CDM. Ne´anmoins, leur origine n’est toujours pas clairement e´tablie : les e´jecta
de supernovae ou les jets d’AGN, constituent autant d’explications possibles. L’e´tude
pre´sente´e dans ce chapitre et cet article vise a` apporter de premiers e´claircissement quant
a` la nature de la source des me´taux.
11.1 Contraintes observationnelles
Les donne´es observationnelles sur la distribution des me´taux ont e´te´ obtenue suivant
la proce´dure de´taille´e dans (Pichon et al. (2003)). Des spectres haute re´solutions de
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quasars ont e´te´ obtenues a` partir d’observation VLT. Plus de 643 syste`mes absorbant de
carbone C IV et 104 de silicium Si IV ont pu eˆtre extraits de ces donne´es. L’ajustement
de ces syste`mes absorbants conduit a` la distribution en redshift z le long de la ligne
de vise´e des sources de ces me´taux. Cette distribution est caracte´rise´e par sa fonction
de corre´lation a` deux points, ξ(v), ou` v de´signe la vitesse relative des deux syste`mes
absorbants. Vitesse et se´paration en redshift sont relie´es par :
v
c
=
∆z
1 + z¯
. (11.1)
Les fonctions de corre´lation a` deux points observe´es sont donne´es dans la figure 1. de
l’article ci-joint.
Quel que soit l’espe`ce d’ions conside´re´e (C IV ou Si IV), la fonction de corre´lation
exhibe deux re´gimes distincts de distribution d’exce`s de paires. Pour des se´paration
correspondant a` des vitesses supe´rieures a` 150 kms−1, ξ(v) croit fortement a` mesure que
la se´paration de´croˆıt. Passe´e cette e´chelle de transition, la pente de ξ(v) se fait plus
faible pour les faible se´parations.
L’image que sugge`re ce type de fonction est celle de bulles remplies de me´taux centre´es
autour d’objets distribue´s a` grande e´chelle. Les syste`mes absorbants au sein de ces
bulles seraient responsables de la corre´lation a` faible pente pour de faibles se´paration.
La corre´lation a` grande e´chelle refle´terait la distribution des objets e´metteurs de me´taux,
pre´sume´ment induite par la re´partition des grandes structures.
11.2 Un mode`le simple de la distribution des me´taux
Au vu du type de corre´lations mesure´es dans les spectres de quasars, l’objectif fut de
parvenir a` reproduire ξ(v) en appliquant le mode`le ”bulle de me´taux” a` des simulations
cosmologiques. Ces bulles sont suppose´es remplies de me´taux, mais seules les sous-
structures qui s’y trouvent enfouies sont susceptibles de pre´senter une densite´ suffisante
pour pouvoir eˆtre de´tecte´ dans les spectres observe´es. De fait, les contraintes statistiques
porte´es sur la distribution spatiale des me´taux permet de sonder la re´partition des sous-
structures associe´es. En assimilant les halos de simulations aux points d’ancrages de ces
bulles ionise´es, des contraintes peuvent eˆtre apporte´es sur la taille de ces bulles et sur la
masse des halos concerne´s.
11.2.1 Une simulation haute re´solution
Afin d’ e´tudier une large gamme de masses d’objets, l’e´tude fut effectue´e a` l’aide des
halos de´tecte´s dans une simulation a` haute re´solution (voir aussi la figure 11.2).
La simulation utilise´e fut produite a` l’aide de la proce´dure de´crite dans le chapitre
5. Sa taille de boˆıte est 50Mpc3h−1, contenant 5123 (134 217 728) particules de matie`re
noire. A nouveau, la cosmologie retenue fut de type ΛCDM et les parame`tres cos-
mologiques sont identiques a` ceux utilise´s pour la se´rie de simulations a` 1283 particules.
La re´solution en masse atteinte par cette simulation est de 7.7 ×107h−1M¯. En ne
gardant que les halos constitue´s d’au moins 40 particules, la limite infe´rieure en masse
des halos est 3.2 × 109M¯. Pour me´moire, cette masse correspond a` celle d’une seule
particule des simulations de´crites dans le chapitre 5. Les halos des simulations furent
de´tecte´s par HOP.
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Figure 11.1: Les fonctions de corre´lations mesure´e sont de type “genou”, avec deux
pentes distinctes a` faible et grande se´paration. Ces deux re´gimes sugge`rent
une distribution des me´taux en bulles, centre´es sur des objets dont la dis-
tribution suit la distribution a` grande e´chelle des structures.
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Figure 11.2: Halo de 1013M¯ (a` z=0) extrait de la simulation utilise´e pour l’e´tude de
la distribution des me´taux. La simulation globale contient 100 millions de
particules dans une boite de 50h−1 Mpc3.
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Figure 11.3: Construction des bulles de me´taux a` partir de la distribution des halos dans
une simulation. Plusieurs cas de figures sont pre´sente´s ici, pour des tailles
de bulles et des masses de halos hoˆtes diffe´rentes. Les sous-structures au
sein de ces bulles sont assimile´s a` des syste`mes absorbants.
11.2.2 Contraintes sur les sources de me´taux
A partir de la position des halos dans la simulation, une fonction de corre´lation
ξ(v) synthe´tique est construite. A cette fin, tous les halos de masses supe´rieures a` Ms
sont se´lectionne´s et autour desquels des sphe`res de rayon Rs sont de´finies. Tout groupe
de´tecte´ a` l’inte´rieur d’une de ces sphe`res est assimile´ a` un syste`me absorbant et se voit
attribuer un parame`tre d’impact e´gal a` dix fois son rayon. Les intersections de ces
syste`mes avec les lignes de vise´es trace´es au travers de la boˆıte permettent de de´duire
une fonction ξ(v) synthe´tique.
Cette proce´dure a e´te´ applique´e a` l’instantane´ de la simulation correspondant a` un
redshift z = 3. Ce choix tient compte du redshift des observations et de leur absence
d’e´volution de ξ(v) entre z = 2 et z = 3. Les deux types d’ions ayant des comportement
similaires, le mode`le synthe´tique a e´te´ uniquement compare´ a` la fonction de corre´lation de
l’espe`ce CIV. Dans la figure 3 de l’article joint, plusieurs mode`le de ξ(v), correspondant
a` des jeu de valeurs de Ms et Rs diffe´rents, ont e´te´ compare´s a` la fonction de corre´lation
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de CIV mesure´e a` z=3. Un bon ajustement est trouve´ pour les valeursMs = 5×1011M¯
et Rs = 1.6Mpch−1.
En premie`re approximation, l’e´jection d’un mate´riau au travers d’un milieu ne de´pend
que de la densite´ (suppose´e constante) du milieu environnant ρ et de l’e´nergie E injecte´e
(suppose´e instantane´ment) dans le mate´riau. La seule quantite´ sans dimension faisant
intervenir ces deux quantite´s ainsi que le rayon de la bulle Rs fait intervenir une quantite´
temporelle t :
β = Rs
( ρ
Et2
) 1
5
, (11.2)
ou` la quantite´ β est suppose´e proche de l’unite´. La solution exacte de l’expansion d’une
sphe`re dans un milieu homoge`ne fournit β = 48pi/125. ∼ 1.2. En supposant une densite´
locale moyenne proche de la densite´ critique et un temps d’expansion e´gal au temps de
Hubble a` cette e´poque, l’e´nergie associe´e a` une taille caracte´ristique de Rs = 1.6h−1Mpc
est E ∼ 1.6× 1058 ergs.
Peu de phe´nome`nes physiques sont capables de produire une telle e´nergie de fac¸on
quasi instantane´e. Parmi ceux-ci, les supernovae de type II, associe´s a` l’effondrement
d’e´toiles massives, transmettent environ 1% de l’e´nergie libe´re´e sous forme cine´tique (le
restant e´tant e´mis sous forme de neutrinos). Pour une e´nergie typique de 1053 ergs libe´re´s
par supernovae, le nombre d’explosions ne´cessaire pour fournir cette e´nergie s’e´le`ve a` 107,
ce qui est compatible avec le nombre de syste`mes absorbants mesure´s en supposant une
fonction de masse initiale stellaire raisonnable.
D’un point de vue technique, cette e´tude aura permis de produire une simulation
a` haute re´solution dans les meˆmes conditions que le jeu de simulation de´crit dans le
chapitre 5, mais dans un re´gime “nume´rique” autrement plus exoigeant. Une telle sim-
ulation doit permettre une e´tude en re´solution des mesures de flux. D’un point de vue
observationnel, elle illustre comment les observations sont susceptibles de fournir des con-
traintes statistiques sur la re´partition des sous-structures au sein des halos. L’objectif de
l’approche de´veloppe´e dans ce manuscrit est de pouvoir reproduire de telles contraintes,
au vu de la connaissance des flux dans les simulations, du choix de mode`le du halos et
de l’influence des biais entre matie`re sombre et lumineuse.
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ABSTRACT
We measure the spatial clustering of metals in the intergalactic medium (IGM) from to 3.0, as tracedzp 1.7
by 643 C iv and 104 Si iv cm absorption systems in 19 high signal-to-noise ratio (40–80) and high-12 2N ≥ 10
resolution ( ) quasar spectra. The number densities and two-point correlation functions of both theseRp 45,000
species are largely constant with redshift, suggesting that the bulk of metal ejection occurred at However, atz ≥ 3.
, some additional signature appears in the C iv correlation function at 500 km s1, associated with four strongz ≤ 1.9
and peculiar systems. At all redshifts, the C iv and Si iv correlation functions exhibit a steep rise at large separations
and a flatter profile at small separations, with an elbow occurring at ∼150 km s1. We show that these properties
are consistent with metals confined within bubbles with a typical radius about sources of mass ≥ , and we useR Ms s
numerical simulations to derive best-fit values of comoving Mpc and at . This11R ∼ 2 M ∼ 5# 10 M zp 3s s ,
does not exclude the possiblity that metals could have been produced at higher redshifts in smaller, but equally
rare, objects. At the level of detection of this survey, IGM enrichment is likely to be incomplete and inhomogeneous,
with a filling factor of ∼10%.
Subject headings: cosmology: observations — galaxies: halos — intergalactic medium —
large-scale structure of universe — quasars: absorption lines
On-line material: color figures
1. INTRODUCTION
No one knows where they came from, how they got there, or
when it happened, but quasar (QSO) absorption-line studies have
encountered heavy elements in all regions of the tenuous inter-
galactic medium (IGM) in which they were detectable (e.g.,
Songalia & Cowie 1996). First, measurements of in-N /NC iv H i
dicated that typically in somewhat overdense[C/H] 2.5
regions at , with an order-of-magnitude scatter (e.g., Rauch,z  3
Haehnelt, & Steinmetz 1997). Later, statistical methods pushed
further, showing that C iv may be present in underdense regions
(Ellison et al. 2000) and that a minimum IGM metallicity of
approximately is already in place at (Songaila33# 10 Z z ≈ 5,
2001, hereafter S01). Although the presence of metals in un-
derdense regions has not yet been firmly established (e.g., Pe-
titjean 2001; Carswell, Schaye, & Kim 2002; Schaye et al. 2003;
Aracil et al. 2003), their very existence outside galaxies has
profound cosmological implications.
As the long cooling times of large clouds of primordial com-
position are shortened by even modest levels of enrichment
(Sutherland & Dopita 1993; Scannapieco & Broadhurst 2001),
IGM metals accelerated the formation of massive (1012 M,)
galaxies. Similarly, the violent events that ejected heavy elements
from galaxies have important implications for the thermal and
velocity structure of the IGM (e.g., Gnedin & Ostriker 1997)
and would have exerted strong feedback on dwarf galaxies form-
ing nearby (e.g., Thacker, Scannapieco, & Davis 2002).
Still, no one knows where they came from. Although nu-
merous starburst-driven outflows have been observed at 3 
1 Observatoire de Strasbourg, 11 rue de l’Universite´, 67000 Strasbourg,
France.
2 Institut d’Astrophysique de Paris, 98 bis boulevard d’Arago, 75014 Paris,
France.
3 Numerical Investigations in Cosmology (NIC), CNRS, France.
4 Osservatorio Astrofisico di Arcetri, Largo Enrico Fermi 5, 50125 Florence,
Italy.
5 LERMA, Observatoire de Paris, 61 avenue de l’Observatoire, F-75014
Paris, France.
(Pettini et al. 2001; Frye, Broadhurst, & Benitez 2002),z  5
it is unclear whether such objects are responsible for the majority
of IGM enrichment. In fact, a variety of theoretical arguments
suggest that these galaxies represent only the tail of a larger
population of small “pregalactic” starbursts that formed earlier
(Madau, Ferrara, & Rees 2001; Scannapieco, Ferrara, & Madau
2002). On the other hand, active galactic nuclei are observed to
host massive outflows (Weyman 1997), whose contribution re-
mains unknown. Finally, theoretical studies have suggested that
the primordial generation of metal-free stars were very massive
(e.g., Schneider et al. 2002), resulting in a profusion of tremen-
dously powerful pair-production supernovae that distributed met-
als at (Bromm, Yoshida, & Hernquist 2003).z  15
This Letter describes the first direct attempt to use clustering
measurements to discriminate between these disparate models.
Making use of 643 C iv and 104 Si iv absorption systems,
measured in 19 high signal-to-noise ratio QSO spectra, we are
able to place strong constraints on the spatial distribution of
intergalactic metals at intermediate redshifts ( and1.5 ≤ z ≤ 3.1
a detection limit of cm ). Whatever the objects12 2N ≥ 10C iv
that enriched the IGM, it is clear that they formed in the densest
regions of space, regions that were highly clustered. As this
“geometrical biasing” is a systematic function of mass (e.g.,
Kaiser 1984), the large-scale clustering of metal-line systems
encodes valuable information on the masses of the sources from
which they were ejected. Likewise, we are able to relate the
small-scale clustering of metals to the typical radius enriched
by each source.
The structure of this work is as follows. In § 2 we summarize
the properties of our data set and reduction methods. In § 3
we present the number density of C iv and Si iv absorption
systems and their two-point correlations. In § 4 we compare
these correlations with simulations to constrain the masses and
ejection energies of the sources responsible for IGM metal
enrichment. A discussion is given in § 5.
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TABLE 1
List of Lines of Sight
Name zem
Coverage
C iv Si iv
PKS 2126158 . . . . . . 3.280 2.36–3.24 2.74–3.24
Q0420388 . . . . . . . . . . 3.117 2.23–3.08 2.59–3.08
HE 09401050 . . . . . . 3.084 2.21–3.04 2.56–3.04
HE 23474342 . . . . . . 2.871 2.04–2.83 2.38–2.83
HE 01514326 . . . . . . 2.789 1.97–2.75 2.31–2.75
Q0002422 . . . . . . . . . . 2.767 1.96–2.73 2.29–2.73
PKS 0329255 . . . . . . 2.703 1.91–2.66 2.23–2.66
Q0453423 . . . . . . . . . . 2.658 1.87–2.62 2.19–2.62
HE 13472457 . . . . . . 2.611 1.83–2.57 2.15–2.57
HE 11581843 . . . . . . 2.449 1.71–2.41 2.01–2.41
Q0329385 . . . . . . . . . . 2.435 1.70–2.40 2.00–2.40
HE 22172818 . . . . . . 2.414 1.68–2.37 1.98–2.37
Q11221328 . . . . . . . . 2.410 1.68–2.37 1.98–2.37
Q01093518 . . . . . . . . 2.404 1.67–2.36 1.97–2.36
HE 00012340 . . . . . . 2.263 1.56–2.22 1.84–2.22
PKS 023723 . . . . . . . 2.222 1.53–2.18 1.81–2.18
PKS 1448232 . . . . . . 2.220 1.53–2.18 1.81–2.18
Q0122380 . . . . . . . . . . 2.190 1.50–2.15 1.78–2.15
HE 13411020 . . . . . . 2.135 1.46–2.10 1.74–2.10
Notes.—Here is the QSO emission redshift. Onlyzem
C iv and Si iv systems detected redward of the Lya forest
and at least 3000 km s1 blueward of are used.zem
Fig. 1.—Column density distribution of C iv (upper panel) and Si iv (lower
panel) absorption systems. In each panel, systems are divided into two redshift
bins: (squares) and (triangles). Column density bins1.5 ≤ z ≤ 2.3 2.3 ≤ z ≤ 3.1
are cm wide, and 1 j error bars are given, computed from the0.5 210 N
variance of the data between spectra. The dashed lines are the power-law fits
measured in S01. [See the electronic edition of the Journal for a color version
of this figure.]
2. DATA SET AND REDUCTION
2.1. Observations
The ESO Large Programme “The Cosmic Evolution of
the IGM” was devised to provide a homogeneous sample of
QSO sight lines suitable for studying the IGM from zp
to 4.5. High-resolution ( ), high signal-to-noise1.7 R ∼ 45,000
ratio (40 and 80 pixel1 at 3500 and 6000 , respectively)A˚
spectra were taken over the wavelength ranges 3100–5400
and 5450–9000 , using the UV-Visual Echelle Spectro-A˚
graph (UVES) on the Very Large Telescope. Although the
complete emission redshift range is covered, emphasis is
given to lower redshifts, and the C iv and Si iv metal lines
discussed in this Letter were well detected over the redshift
ranges of 1.5–3.0 and 1.8–3.0, respectively, as described in
Table 1.
Observations were performed in service mode for over
2 years. The data were reduced using the UVES context of the
ESO MIDAS data reduction package, applying the optimal
extraction method, and following the pipeline reduction step
by step. The details of this reduction and spectrum normali-
zation are described in further detail in Aracil et al. (2003).
2.2. Line Identification
Metal-line systems were identified with an automated two-
step procedure. For each species, we adopted a pixel-by-pixel
procedure that compared the spectrum with one that was re-
scaled and shifted according to the ratio of the oscillator
strengths, extracting the minimal flux and accounting for
blends. A detection threshold was then applied, such that only
absorption features with equivalent widths (EWs) larger than
5 times the noise rms were accepted. Finally, we imposed a
set of physical criteria, to eliminate false detections.
For each identified system, the final decomposition into sub-
components was carried out using VPFIT (Carswell et al.
1987). For each component, the initial z-value was taken from
the central wavelengths of the corresponding subfeature, and
the initial values for the Doppler parameter b and the column
density N were computed directly from the EW and peak ab-
sorption. This procedure is described in detail in S. Aracil et
al. (2003, in preparation) and has been tested on simulated
spectra, doing well for all systems with realistic values of N
and b.
Finally, we applied a set of four cuts to the automated list
generated by VPFIT: due to the detection2log N (cm ) ≥ 12
limit of our procedure, km s1 to avoid false detectionsb ≥ 3
due to noise spikes, to remove two very2log N (cm ) ≤ 16
badly saturated subcomponents, and km s1 to avoidb ≤ 45
false systems due to errors in continuum fitting. Our cuts re-
sulted in a final data set of 643 C iv and 104 Si iv systems,
drawn from an original sample of 748 and 149, respectively.
3. ANALYSIS
3.1. Distribution Functions
This sample was first used to compute the column density
distribution function . Following Tytler (1987), isf (N) f (N)
defined as the number of absorbing systems per unit column
density and per unit redshift path . In2 3/2X(z){ [(1 z)  1]3
an universe, which is a reasonable approximation overQ p 1m
the redshift range considered, does not evolve for a pop-f (N)
ulation whose physical size and comoving space density are
constant.
In Figure 1, we plot for both C iv and Si iv systems,f (N)
dividing our sample into two redshift bins (1.5–2.3 and 2.3–
3.1). Both species are consistent with a lack of redshift evo-
lution, as found by previous studies of C iv and Si iv absorption
systems (Ellison et al. 2000; S01). Furthermore, the overall
density distribution of C iv is consistent with a power law of
No. 2, 2003 CLUSTERING OF INTERGALACTIC METALS L99
Fig. 2.—Two-point correlation function of C iv (upper panel) and Si iv
(lower panel) absorption systems. In each panel, our systems have been divided
into two redshifts bins, with symbols as in Fig. 1. The solid line in the upper
panel includes the four unusual low-redshift systems (see text). [See the elec-
tronic edition of the Journal for a color version of this figure.]
the form as fitted by S01. From this figure, we1.8f (N) ∝ N
see that some incompleteness sets in around 1012.5 cm . While2
fewer in total, Si iv systems are also consistent with a lack of
evolution and follow a similar power law with a lower overall
magnitude.
3.2. Clustering of Metal Absorption Systems
Having constructed a sample of well-identified metal ab-
sorption systems, we then computed their two-point correlation
function in redshift space, . This quantity was last studiedy(v)
by Rauch et al. (1996) and Boksenberg, Sargent, & Rauch
(2003), who noted a marked similarity between of C ivy(v)
and Mg ii (see also Petitjean & Bergeron 1990, 1994). For
each QSO, we computed a histogram of all velocity separations
and divided by the number expected for a random distribution.
We then combined these distributions, weighting them accord-
ing to the number of pairs in each QSO, yielding . They(v) 1
corresponding error bars were computed according to the
weighted variance between QSOs.
The resulting correlation functions are shown in Figure 2,
again split into two redshift bins. While the spatial distribution
of both species shows no evolution at separations ≤400 km
s1, our comparison uncovers a low-redshift feature in the 500
km s1 C iv bin. This we have traced back to arising from four
extended systems among our 19 QSO sight lines and seems to
be due to some peculiarity in the internal structure of these
systems. These will be studied in detail in a future publication
and are excluded from our model comparisons below, although
this cut has no effect on our final fits.
The overall shape and amplitude of the C iv and Si iv cor-
relation functions are strikingly similar and are consistent to
within the Si iv measurement errors. Both functions exhibit a
steep rise at large separations and a flatter profile at small
separations, with an elbow occurring at ∼150 km s1. Unlike
Lya absorption systems (see Cristiani et al. 1997), the corre-
lation of C iv does not seem to depend strongly on absorption
column densities. While choosing subsets below a fixed N in-
creases the noise of our measurements, the shape of isy(v)
preserved to within error bars.
4. CONSTRAINTS ON METAL SOURCES
The two-slope shape of our correlation functions is highly
suggestive of a picture in which metal bubbles of a typical size
(associated with the small-scale clustering) are generated about
objects of a typical mass (whose geometrical bias is associated
with the large-scale clustering; see also Petitjean & Bergeron
1990). In order to explore this connection further, we generated
a simple model, based on a dark matter–only simulation. As
no evolution was detected, and the properties of both species
were similar, we focused our attention on comparing C iv ab-
sorbers with simulated groups at a single representative redshift
of 3.
We adopted a cold dark matter cosmological model with
, , , , , andhp 0.7 Q p 0.3 Q p 0.7 Q p 0.05 j p 0.87m L b 8
, where , , and are the total matter, vacuum, andnp 1 Q Q Qm L b
baryonic densities in units of the critical density ( ), is the2r jc 8
variance of linear fluctuations on the 8 h1 Mpc scale, and n
is the “tilt” of the primordial power spectrum. We made use
of a 50 h1 comoving Mpc3 N-body simulation, containing 5123
dark matter particles. The particle mass was ,77.7# 10 M,
which gave a minimum-mass resolution for our group finding
of 109.5 M,, as we selected only groups with 40 or more par-
ticles. The initial conditions were produced using GRAFIC
(Bertschinger 2001) and were used as the inputs to the parallel
version of GADGET (Springel, Yoshida, & White 2001). Halo
detection was performed using the HOP algorithm (Eisenstein
& Hut 1998) with the cuts , , andd p 160 d p 140peak saddle
.d p 80outer
The resulting list of groups was then used to construct a
simple simulated picture of IGM metal enrichment. We selected
all groups above a threshold group mass as markerszp 3 Ms
of the centers of enrichment events, about which we painted
spheres of radius . Note that our choice of this set is notRs
meant to imply that enrichment occurred at but ratherzp 3
that it occurred at an unknown redshift higher than the observed
range, centered on groups whose large-scale clustering was
equivalent to objects of mass . All smaller groupszp 3 Ms
within such spheres were associated with C iv absorbers, each
with an overall impact parameter equal to a factor times its˜b
dark matter radius. The observed number of C iv systems per
unit redshift path was well reproduced by fixing .˜bp 10
Thirty-two planes were taken, and for each plane all 512 sight
lines were drawn. The average two-point correlation was then
compared with detected y-values, as shown in Figure 3. As
expected, the large-scale correlations are almost completely de-
pendent on , while the position of the elbow in is set byM y(v)s
. Our measurements are clearly suggestive of MpcR R p 1.6s s
and M, objects, corresponding to a filling11Mp 5# 10 zp 3
factor of , at the level of detection of our survey. Varyingf ∼ 10%
over a wide range of values has only a minor impact on this˜b
comparison, changing the inner slope of slightly while giv-y(v)
ing a much poorer fit for the overall number of systems.
A straightforward geometric argument allows us to associate
with a wind ejection energy per object, . Here we adoptR Es s
a simple picture in which the average bubble expands according
to a Sedov-Taylor solution (Sedov 1959). In this case, isEs
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Fig. 3.—Comparison between detected C iv correlation functions (points) and simulated correlations (lines). In each panel, is fixed, is varied over threeM Rs s
representative values, and . [See the electronic edition of the Journal for a color version of this figure.]˜bp 10
related to the bubble radius as , where t5 2E p 48pR rt /125s
is the expansion time and R is in physical units such that
, where is the redshift of observation. If weRp R /(1 z ) zs 0 0
assume for simplicity that t is approximately the Hubble time
(2.3 Gyr at in our cosmological model) and that the shellzp 3
expands into material at the mean density at this redshift, this
gives ergs, which is equal to the kinetic energy58Ep 1.6# 10
input from roughly Type II supernovae. This is71.3# 10
roughly consistent with the overall number of C iv systems,
which can be converted into a cosmological density of
as described in S01.8Q ≈ 5# 10C iv
5. DISCUSSION
We have studied the clustering of 643 C iv and 104 Si iv
systems detected in UVES observations of 19 high-z QSOs using
an automatic procedure. The independently derived correlation
functions of C iv and Si iv are similar, giving confidence in our
automated approach. The shape of the correlation function is
consistent with a picture in which metals are confined within
bubbles of Mpc about halos at11R ∼ 2 M ∼ 5# 10 M zps s ,
. This implies that the filling factor of the metals is only 10%3
at the detection limit of the survey.
However, since our overall mass constraint is derived only
from the geometrical bias of the sources, we cannot exclude
models in which equally rare but somewhat smaller higher
redshift objects are responsible for metal enrichment. Further-
more, the observed number density of C iv shows little evo-
lution at as at higher redshift (e.g., S01). While morez ≤ 3
detailed investigations are necessary, it remains clear that all
such models will be strongly constrained by the clustering of
intergalactic metals.
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Conclusions
Bien que le mode`le cosmologique actuel ait remporte´ de nombreux succe`s dans l’e´tude
des grandes e´chelles, sa description des phe´nome`nes a` l’e´chelle galactique est toujours en
proie a` des difficulte´s. Ces proble`mes surgissent dans la description des proprie´te´s bary-
oniques (par ex. taille des disques, processus de refroidissement) mais e´galement dans
celui du comportement de la matie`re noire (par ex. surproduction de petites structures,
profils pique´s des halos). En particulier, il n’est encore pas clair aujourd’hui si ces diffi-
culte´s apparaissent du fait de la description des processus internes aux syste`mes galac-
tiques ou de leurs interactions avec l’environnement. De meˆme, la nature intrinse`que
ou extrinse`que de certaines proprie´te´s observe´es des galaxies (par ex. le gauchissement,
les spirales) n’est pas clairement e´tablie et de fac¸on ge´ne´rale, les contributions relatives
des processus internes et externes au devenir des syste`mes galactiques ne sont pas bien
connues. Cette the`se propose d’e´tablir un cadre qui permette d’aborder statistiquement
cette question de l’inne´ ou de l’acquis des proprie´te´s dynamique des syste`mes galactiques.
La de´marche de´veloppe´e repose sur une approche hybride. D’une part, le halo est
de´crit avec les outils de la dynamique galactique. Cette approche permet d’aborder
de fac¸on statistique et cohe´rente l’e´volution dynamique de ces objets en interaction.
En particulier, ces outils permettent d’aborder la dynamique du halo dans “les bonnes
variables”, i.e. les angles-actions dans le cas d’un syste`me sphe´rique. Elles permettent
d’appre´hender les phe´nome`nes non line´aires dans leur espace de description naturel, celui
des orbites et des phases associe´es. D’autre part, les environnements sont mode´lise´s a`
l’aide de simulations cosmologiques. De cette fac¸on, les interactions conduites par ces
environnements sont repre´sentatives de la ‘cosmologie environnante’ en termes d’e´chelles
spatiales ou temporelles implique´es. La mise en commun de ces deux approches permet
d’aborder de fac¸on globale les distributions au sens statistique des proprie´te´s dynamiques
des halos, tout en prenant en compte la grande diversite´ des histoires d’interactions
possibles.
Pratiquement, les proprie´te´s des environnement sont quantifie´es via la mesure des
flux de matie`re au travers du rayon de Viriel des halos simule´s. Cette approche “fluide”
permet d’appre´hender l’accre´tion de fac¸on globale sans diffe´renciation a` priori sur la
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nature “diffuse” ou non de celle-ci. Les objets accre´te´s ne sont constituent qu’une forme
particulie`re du fluide de matie`re noire. Cette description des flux accre´te´s est comple´te´e
par une description des forces a` longues distance reprojete´e sur cette meˆme surface de
Viriel. Ces interactions au sens large sont de´crites sous formes de champs sphe´riques,
dont les proprie´te´s statistiques sont amene´es a` eˆtre utilise´es comme entre´es des out-
ils the´oriques de la dynamique des halos. A ce titre, cette approche est similaire aux
the´ories semi-analytiques de formation des galaxies (par ex. Kauffmann et al. (1999),
Hatton et al. (2003), Benson et al. (2001)). De fac¸on analogue, l’approche de´veloppe´e
dans cette the`se repose sur un suivi de l’histoire de formation des halos. Elle pre´sente
l’avantage supple´mentaire de fournir un descriptif de la ge´ome´trie des interactions, dont
la connaissance est indispensable a` l’e´tude de la re´ponse dynamique des halos. De plus,
en combinant la dynamique locale a` une description repre´sentative des environnements,
l’approche pre´sente´e ici est comple´mentaire des simulations haute re´solution de galaxies
isole´es (par ex. Knebe et al. (2004), Gill et al. (2004), Abadi et al. (2003)). Celles-ci
permettent d’e´tudier en de´tail les processus dynamiques sans toutefois parvenir a` eˆtre
toujours repre´sentatives.
La dynamique est aborde´e a` partir d’une extension de la me´thode line´aire de´veloppe´e
entre autres par Tremaine & Weinberg (1984) et Murali (1999). Cette extension repose
1) sur la prise en compte de termes sources de´crivant l’accre´tion de matie`re par les
halos et 2) sur un de´veloppement perturbatif non line´aire. Ce dernier doit permettre
de traiter de fac¸on auto-consistante des phe´nome`nes tels que la friction dynamique et
la de´ple´tion des satellites par effet de mare´e. Il est de´montre´ que ce formalisme permet
d’exprimer les proprie´te´s statistiques de la re´ponse des halo en fonction des proprie´te´
statistiques de l’accre´tion et du champ de mare´e. Cette “propagation statistique” se fait
sans avoir recours aux re´alisations individuelles de ces interactions. Ces de´veloppements
the´oriques ont notamment mis en lumie`re la ne´cessite´ d’une description statistiques des
flux et du potentiel qui prenne en compte leurs interde´pendances (via des corre´lation
croise´es). Une premie`re mise en place pratique de ces de´veloppements, restreinte pour
l’instant au cas line´aire, a` e´te´ de´veloppe´e et soumise a` de premiers tests. Ces derniers
ont notamment e´te´ valide´s dans le cadre de l’e´tude de la compression adiabatique du
halo par la croissance d’un disque.
L’e´volution se´culaire du halo soumis de fac¸on re´currente a` ces perturbations est
e´galement aborde´e via une description quasi-line´aire de sa dynamique. La dynamique
au long cours du halo est alors gouverne´e par une e´quation de Fokker-Planck de´crivant
la diffusion des orbites du syste`me sur les perturbations environmentales (les satellites
par exemple). Bien que similaire aux approches de´crite par Weinberg (2001b) et Ma
& Bertschinger (2004) par exemple, ce de´veloppement se distingue par l’utilisation de
conditions aux bords issus de simulations, par la prise en compte de l’accre´tion et par
une description des processus diffusifs dans l’espace des actions.
En paralle`le, un grand jeu de simulations cosmologiques de matie`re noire a e´te´ produit
afin d’e´tudier les proprie´te´s de ces flux tout en garantissant une convergence statistique
des re´sultats. Des premiers re´sultats sur les proprie´te´s des flux ont e´te´ obtenus. Il a
e´te´ de´montre´ que l’accre´tion de matie`re noire par les halos se fait de fac¸on anisotrope
a` un niveau de 15%. Ce re´sultat quantitatif confirme les conclusions qualitatives de
Zentner et al. (2005), Knebe et al. (2004) par exemple. Cette proprie´te´ de l’accre´tion a
e´te´ e´tablie via la description en termes de flux et confirme´e par l’e´tude de la distribution
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des satellites autour des halos. La brisure d’isotropie est faible mais significative et trace
la distribution de matie`re a` grande e´chelle le long de filaments. Cette anisotropie est
susceptible d’influer sur les mesures de lentillage faible et sur les proprie´te´s dynamiques
des disques, pour peu que cette proprie´te´ des flux se propage jusqu’aux re´gions internes
du halo.
Une autre se´rie de mesures des flux a e´te´ conduite a` explorer les proprie´te´s de la fonc-
tion de distribution dans l’espace des phases de la matie`re accre´te´e. Une formalisation de
cette “source” est propose´e afin de pouvoir eˆtre directement transposable a` la description
analytique de la dynamique. De plus, ces mesures de flux ont permis d’aborder statis-
tiquement et quantitativement la the´matique de l’accre´tion, habituellement contrainte
par une approche de type Press-Schechter (par ex. Wechsler et al. (2002), van den Bosch
(2002)), ou de fac¸on moins repre´sentative via le suivi de satellites dans des simulations
hautes re´solution (par ex. Tormen (1997), Gill et al. (2004), De Lucia et al. (2004)).
L’e´tude cine´matique des flux de masses a mis en e´vidence l’importance de l’influence du
halo sur cette accre´tion. Cette influence se manifeste par exemple par la circularisation
des orbites et la diffe´renciation cine´matique de la matie`re nouvellement accre´te´e. La
fonction de corre´lation angulo-temporelle du champ de mare´e sur la sphe`re a e´galement
e´te´ mesure´e. Le champ de mare´e est fortement quadrupolaire, refle´tant probablement la
distribution de matie`re environnante. Enfin, les premie`res contraintes ont e´te´ mises sur
la statistique angulo-temporelles a` deux points du flux de masse, mettant notamment
en lumie`re des difficulte´s lie´es aux effets de re´solution et de normalisation.
Cette the`se pre´sente e´galement succintement une e´tude sur la distribution des me´taux
lie´s aux sous-structures des halos. Ce travail fut re´alise´ a` l’aide une simulation haute
re´solution produite dans les meˆme conditions que le jeu de simulations utilise´ pour les
mesures de flux.
Cette approche statistique des proble`mes dynamiques aux e´chelles galactiques trouve
son inte´reˆt dans le vaste champ d’applications potentielles qui s’y rattache. Au vu des
conditions aux bords mesure´es dans les simulations, une telle approche doit permettre
de pre´dire les distributions des proprie´te´s dynamiques des halos. A l’inverse, les pro-
prie´te´s observe´es des halos (via des traceurs de la distribution de matie`re) mettront des
contraintes sur la nature des interactions. De plus, la description analytique de la dy-
namique du halo permet d’e´tudier la de´pendance des pre´dictions statistiques en fonction
du mode`le de halo tout en influant sur l’environnement. Par essence, ce genre d’e´tude
est difficilement accessible via des nombres finis de simulations cosmologiques. Dans le
contexte actuel ou` une large place est faite aux grands releve´s du ciel (par ex. SDSS,
2DF), la confrontation des pre´dictions statistiques aux observations permettra a` terme
de trancher sur les contributions relatives des effets environmentaux et intrinse`ques a`
l’e´tablissement des proprie´te´s dynamiques des halos. Enfin, la validation de la me´thode
au vu des observations ou des simulations autorisera la mise en place de l’inversion dy-
namique qui a pour objectif de remonter l’histoire dynamique de la matie`re accre´te´ par
les halos (courants, sous-structures). Ce champ d’application reste essentiellement hors
de porte´e des approches purement nume´riques. L’observation de´taille´e de la dynamique
locale via des expe´rience telles que RAVE ou GAIA constitueront le champ d’application
ide´al d’une telle proce´dure.
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Difficulte´s en suspens
Le projet scientifique qui sous-tend cette the`se est tre`s clairement prospectif et cer-
tains points de´licats demandent encore a` eˆtre e´claircis. Ces points d’achoppement meˆlent
des difficulte´s d’ordres mate´riels, dont la re´solution ne ne´cessite que des moyens mate´riels
et/ou du temps a` consacrer et des proble`mes d’ordre plus conceptuel.
La comple´tion des mesures dans les simulations ge´ne`re essentiellement des difficulte´s
d’ordre mate´riel. L’utilisation de simulations a` haute re´solution et de resimulations doit
permettre d’aborder de fac¸on plus syste´matique les proble´matique lie´es a` la re´solution
spatiale ou en masse. Que ce soient les effets de re´solution angulaire sur la sphe`re ou la
de´pendance des proprie´te´s environmentales en fonction de la masse du halo, ces difficulte´s
seront plus facilement aborde´es par des simulations a` plus haute re´solution. De plus, la
spe´cificite´ de la repre´sentation halocentrique implique que les re´sultats obtenus via cette
approche ne sont pas aise´ment transposables a` ceux obtenus via une description en terme
de satellites. Pour ame´liorer la compre´hension des proprie´te´s des flux, une ve´rification
syste´matique des mesures “fluides” par des mesures sous forme d’objets est ne´cessaire
a` terme. A nouveau, ce type d’e´tude est facilite´ dans le cadre de resimulations ou de
simulations a` haute re´solution.
Toutefois cette classe de difficulte´s est partiellement e´clipse´e par un certain nombre de
proble`mes plus “profonds”. Ainsi, la mesure des conditions aux bords a permis de mettre
en lumie`re la difficulte´ de synthe´tiser au mieux la tre`s grande quantite´ d’information
contenue dans le terme source. Celui-ci de´crivant totalement les proprie´te´s de la matie`re
accre´te´e dans l’espace des phases, en plus de son e´volution temporelle, cette complexite´
apparaˆıt apre`s coup comme e´vidente et difficilement re´ductible. Une reformulation de ce
terme source ou l’utilisation de certaines hypothe`ses simplificatrices (par ex. isotropie
des vitesses, accre´tion sphe´rique,...) mais ad hoc peuvent apparaˆıtre comme des solutions
interme´diaires dans le processus d’une caracte´risation comple`te de cette accre´tion.
De meˆme, l’approche analytique suppose un certain nombre d’hypothe`ses qui de´finissent
son domaine de validite´ (par ex. la sphe´ricite´ des halos, l’amortissement des phe´nome`nes
transitoires). Ces conditions ne sont pas a` priori satisfaites pour les halos forme´s dans
les simulations. Plus ge´ne´ralement la formation hie´rarchique des halos semble les faire
sortir de`s en amont du cadre formel sur lequel repose la dynamique non line´aire des
syste`mes sphe´riques. L’importance ge´ne´rale des fusions, l’accre´tion importante a` haut
redshift ou la triaxialite´ constituent autant de difficulte´s qu’il faudra contourner. Toute-
fois, il paraˆıt raisonnable de penser que toute une cate´gorie de halos puisse re´pondre
aux crite`res d’application de la me´thode analytique, reste a` de´finir clairement cette
population. Cette de´finition doit se faire au vu de crite`res “the´oriques” (type histoire
d’accre´tion “calme” ou e´poque de dernie`re fusion) mais doit pouvoir eˆtre transpose´e
en termes d’observables. C’est a` cette seule condition que les biais induits par les hy-
pothe`ses de de´part pourront eˆtre pris en compte dans la pre´diction ou l’interpre´tation
d’observations via cette the´orie.
Enfin, la de´marche pre´sente repose sur la mise en place d’un outil de dynamique
non-line´aire qui reste a` mettre en place. Or une grande partie des points d’achoppement
pre´ce´dents ne pourront eˆtre aborde´s que si l’on dispose d’un code capable de calculer la
re´ponse non line´aire du halo ouvert pour un ensemble de cas de figures repre´sentatifs.
Ces cas de figure pourront tester le re´gime de validite´ de la the´orie non line´aire, la
pertinence des hypothe`ses visant a` simplifier la description des flux et la ne´cessite´ (ou
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non) de de´crire la dynamique a` des ordres supe´rieur a` deux pour parvenir a` une bonne
description des processus de friction et d’effeuillage de mare´e.
Perspectives
La de´marche qui aura pre´valu durant cette the`se aura e´te´ d’explorer en paralle`le
les outils the´oriques et nume´riques ne´cessaire a` l’e´tude statistique de la dynamique des
halos. Cette double approche aura permis de clarifier le cadre qui permet d’aborder cette
dynamique dans un contexte cosmologique. A de´faut de fournir des re´sultats quantitatifs,
la propagation statistique, les outils dynamiques ne´cessaires a` sa mise en place et le type
de mesures de flux qui doivent servir d’entre´es sont clairement identifie´s, ainsi que les
difficulte´s associe´es a` chaque e´tape. Reste a` passer d’une phase exploratoire a` une phase
de “production”.
Au vu des points de´licats mentionne´s pre´ce´demment, il apparaˆıt clairement que la
mise en place de la the´orie non-line´aire doit apparaˆıtre comme une priorite´. La com-
plexite´ des couplages entre re´ponses et perturbations implique que le de´veloppement
d’un tel outil sera ne´cessairement ardue, particulie`rement au vu de l’imple´mentation du
seul mode`le line´aire. Pre´cisons a` nouveau qu’un tel outil n’a pas vocation a` remplacer
les simulations nume´riques mais plutoˆt a` les comple´ter. La mise en place d’une descrip-
tion analytique non-line´aire ne peut par exemple pre´tendre a` la souplesse d’utilisation
des simulations. En revanche, elle peut eˆtre “taille´e sur mesure” au type de halo ou
d’interactions que l’on souhaite e´tudier et c’est dans ce re´gime qu’un tel outil doit eˆtre
envisage´.
En paralle`le les mesure de flux devront eˆtre mene´es a` terme car elles sont elles-
meˆme porteuses d’applications. Le comparatif syste´matique du terme source avec le
flux en termes de sous-structures conduira a` aborder le proble`me d’identification des
sous-structures dans l’espace des phases. En particulier, ce comparatif permettra de
de´terminer comment les satellites et restes de satellites peuvent eˆtre trace´s plus effi-
cacement au sein des simulations ou dans les releve´s cine´matiques. De telles mesures
devront eˆtre poursuivies dans un re´gime “statistique” via de grands volumes simule´s, car
lui seul permet de garantir une convergence qualitative des re´sultats. Enfin, ces mesures
permettront de mettre en place une proce´dure efficace de ge´ne´ration d’environnement
synthe´tiques. De tels environnements trouveraient naturellement leur place dans l’optique
de simulations de halos ou de galaxies a` haute re´solution, qui “baigneraient” dans des
milieux repre´sentatifs des simulations a` grande e´chelle.
Enfin, des entre´es devront eˆtre fournies a` la the´orie non-line´aire, une fois celle-ci mise
en place. Dans l’ide´al, ces entre´es consisteraient en une description comple`te des envi-
ronnement des halos a` partir de simulations mais cette taˆche ne pourra eˆtre comple´te´e
que sur le long terme. Entre temps, des proble`mes pre´cis pourront eˆtre e´tudie´s a` par-
tir de mesures cible´es. Par exemple, disposant de`s a` pre´sent des proprie´te´s statistiques
du champ de mare´e exte´rieur , les the´matiques de polarisation et d’orientation du halo
par rapport au champ environnant pourront eˆtre aborde´es. Autre possibilite´, la mesure
du moment angulaire accre´te´ et sa propagation au travers du halo devront permettre
d’e´tudier la the´matique de profil universel de moment angulaire. De plus, le gauchisse-
ment du disque e´tant sensible a` ce moment orbital, se pose la question de la conservation
de son alignement ou de son amplitude au cours de sa “chute” au travers du halo. De
telles e´tudes ne seraient certes pas comple`tement cohe´rentes au sens de la propagation
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statistique, mais elles constitueraient de premie`res validations de cette dernie`re tout en
participant a` la compre´hension des relations galaxies-environnements.
A plus long terme, ces travaux pourront eˆtre e´tendus a` la dynamique du gaz, per-
mettant d’aborder directement certaines the´matiques lie´es a` la composante baryonique
du disque (par ex. ge´ne´ration de spirales). Ceci supposera que la dynamique propre du
disque et les couplages disques/halos devront eˆtre pris correctement en compte. De plus,
la proce´dure de mesure devra eˆtre transpose´e aux simulations hydrodynamiques afin de
contraindre les proprie´te´s du gaz accre´te´. Ne´anmoins, compte tenu de l’importance
des phe´nome`nes lie´s a` la physique baryonique (par ex. refroidissement, conversion gaz-
e´toiles, ou phe´nome`nes de re´troaction), le degre´ de complexite´ de la de´marche actuelle
s’en trouvera largement augmente´ et ne´cessitera probablement une de´marche plus cible´e
en termes d’objectifs que celle de´veloppe´e en toute ge´ne´ralite´ dans le cas de la matie`re
noire.
Epilogue
Les points pre´ce´dents posent les jalons des de´veloppements devant conduire a` la mise
en place pratique et comple`te du projet. Les outils dynamiques sont complexes mais
sont a` l’image de l’objectif fixe´, a` savoir relier les proprie´te´s statistiques des syste`mes
galactiques et des environnements. Les mesures dans les simulations drainent leur lot de
spe´cificite´s et de difficulte´s mais re´sultent de la forte exigence initiale de cohe´rence du
traitement dynamique.
Il s’agit de rappeler que c’est le large champs d’applications potentielles qui a servi
de moteur aux recherches pre´sentes. Bien que cette the`se repose sur des travaux a` forte
composante the´orique et nume´rique, c’est bien les perspectives observationnelles qui ont
guide´ sa mise en place. Dans une e´poque ou` l’astronomie parvient a` produire de tre`s
grandes quantite´s d’observations via la ge´ne´ralisation des grands releve´s, il apparaˆıt in-
dispensable que des efforts the´oriques accompagnent cette tendance. Ainsi, ils se doivent
de pre´dire les distributions attendues d’objets pre´sentant telle ou telle caracte´ristiques.
C’est dans cette de´marche que s’inscrivent les recherches de´crites dans cette the`se, en
proposant d’opter pour une approche globale et cohe´rente de la dynamique des galaxies
en interaction.
Bibliographie
Abadi M. G., Navarro J. F., Steinmetz M., Eke V. R., 2003, ApJ , 597, 21
Antonov V. A., 1960, AZh, 37, 918
Appel W., 2002, Mathematiques pour la physique et les physiciens.. H&K Editions
Arad I., Dekel A., Klypin A., 2004, MNRAS , 353, 15
Arfken G. B., Weber H. J., 1995, Mathematical methods for physicists
Aubert D., Pichon C., Colombi S., 2004, MNRAS , 352, 376
Bardeen J. M., Bond J. R., Kaiser N., Szalay A. S., 1986, ApJ , 304, 15
Barnes J., Hut P., 1986, Nature, 324, 446
Barnes J., Hut P., Goodman J., 1986, ApJ , 300, 112
Barnes J. E., Hernquist L., 1992, ARAA , 30, 705
Bennett C. L., Halpern M., Hinshaw G., Jarosik N., Kogut A., 2003, ApJS , 148, 1
Benson A. J., Frenk C. S., Baugh C. M., Cole S., Lacey C. G., 2001, MNRAS , 327,
1041
Bernardeau F., Colombi S., Gaztan˜aga E., Scoccimarro R., 2002, Phys. Rep., 367, 1
Bertschinger E., 1998, ARAA , 36, 599
Bertschinger E., 2001, ApJS , 137, 1
Binney J., 1992, ARAA , 30, 51
Binney J., Jiang I., Dutta S., 1998, MNRAS , 297, 1237
Binney J., Tremaine S., 1987, Galactic dynamics. Princeton, NJ, Princeton University
Press, 1987, 747 p.
Blumenthal G. R., Faber S. M., Flores R., Primack J. R., 1986, ApJ , 301, 27
Bond J. R., Cole S., Efstathiou G., Kaiser N., 1991, ApJ , 379, 440
Brainerd T., 2004, astro-ph, 0408559
Briggs F. H., 1990, ApJ , 352, 15
280 Bibliographie
Bryan G. L., Norman M. L., 1997, in Astronomical Society of the Pacific Conference
Series Simulating X-Ray Clusters with Adaptive Mesh Refinement. pp 363–+
Bullock J. S., Dekel A., Kolatt T. S., Kravtsov A. V., Klypin A. A., Porciani C., Primack
J. R., 2001, ApJ , 555, 240
Burkert A., Truran J. W., Hensler G., 1992, ApJ , 391, 651
Chandrasekhar S., 1943, ApJ , 97, 255
Cole S., Aragon-Salamanca A., Frenk C. S., Navarro J. F., Zepf S. E., 1994, MNRAS ,
271, 781
Coles P., 2001, astro-ph, 0103017
Colpi M., Mayer L., Governato F., 1999, ApJ , 525, 720
Croft R. A. C., Metzler C. A., 2000, ApJ , 545, 561
De Lucia G., Kauffmann G., Springel V., White S. D. M., Lanzoni B., Stoehr F., Tormen
G., Yoshida N., 2004, MNRAS , 348, 333
Edmonds A. R., 1960, Angular Momentum in Quantum Mechanics. Angular Momentum
in Quantum Mechanics, Princeton: Princeton University Press, 1960
Eisenstein D. J., Hut P., 1998, ApJ , 498, 137
Eke V. R., Cole S., Frenk C. S., 1996, MNRAS , 282, 263
Faltenbacher A., Allgood B., Gottlober S., Yepes G., Hoffman Y., 2005, astro-ph,
0501452
Fitzpatrick R., 1998, Introduction to Plasma Physics.
http://farside.ph.utexas.edu/teaching/plasma/plasma.html
Flores R. A., Primack J. R., 1994, ApJL , 427, L1
Frenk C. S., White S. D. M., Davis M., Efstathiou G., 1988, ApJ , 327, 507
Fridman A. M., Poliachenko V. L., 1984, Shock and Vibration
Fukushige T., Makino J., 1997, ApJL , 477, L9+
Fukushige T., Makino J., 2001, ApJ , 557, 533
Gill S. P. D., Knebe A., Gibson B. K., 2004, MNRAS , 351, 399
Gill S. P. D., Knebe A., Gibson B. K., 2005, MNRAS , 356, 1327
Gill S. P. D., Knebe A., Gibson B. K., Dopita M. A., 2004, MNRAS , 351, 410
Gilmore G., Wyse R. F. G., 2001, ArXiv Astrophysics e-prints
Goldstein H., 1950, Classical mechanics. Addison-Wesley World Student Series, Reading,
Mass.: Addison-Wesley, 1950
Bibliographie 281
Gross M. A. K., Somerville R. S., Primack J. R., Holtzman J., Klypin A., 1998, MNRAS
, 301, 81
Hashimoto Y., Funato Y., Makino J., 2003, ApJ , 582, 196
Hatton S., Devriendt J. E. G., Ninin S., Bouchet F. R., Guiderdoni B., Vibert D., 2003,
MNRAS , 343, 75
Hatton S., Ninin S., 2001, MNRAS , 322, 576
Hayashi E., Navarro J. F., Power C., Jenkins A., Frenk C. S., White S. D. M., Springel
V., Stadel J., Quinn T. R., 2004, MNRAS , 355, 794
Heavens A., Refregier A., Heymans C., 2000, MNRAS , 319, 649
Hernquist L., 1990, ApJ , 356, 359
Hernquist L., Ostriker J. P., 1992, ApJ , 386, 375
Hohl F., 1971, ApJ , 168, 343
Holmberg E., 1974, Arkiv for Astronomi, 5, 305
Howard S., Byrd G. G., 1990, AJ , 99, 1798
Huang S., Carlberg R. G., 1997, ApJ , 480, 503
Hunter C., Toomre A., 1969, ApJ , 155, 747
Huntley J. M., Sanders R. H., Roberts W. W., 1978, ApJ , 221, 521
Ibata R., Irwin M., Lewis G., Ferguson A. M. N., Tanvir N., 2001, Nature, 412, 49
Ibata R. A., Gilmore G., Irwin M. J., 1994, Nature, 370, 194
Ibata R. A., Lewis G. F., 1998, ApJ , 500, 575
Irwin J. A., 1995, PASP , 107, 715
Jain B., Mo H. J., White S. D. M., 1995, MNRAS , 276, L25
Jenkins A., Frenk C. S., White S. D. M., Colberg J. M., Cole S., Evrard A. E., Couchman
H. M. P., Yoshida N., 2001, MNRAS , 321, 372
Jiang I., Binney J., 1999, MNRAS , 303, L7
Jiang I., Binney J., 2000, MNRAS , 314, 468
Kalnajs A. J., 1971, ApJ , 166, 275
Kalnajs A. J., 1976a, ApJ , 205, 745
Kalnajs A. J., 1976b, ApJ , 205, 751
Kalnajs A. J., 1977a, ApJ , 212, 637
282 Bibliographie
Kalnajs A. J., 1977b, ApJ , 212, 637
Katz N., Keres D., Dave R., Weinberg D. H., 2003, in ASSL Vol. 281: The IGM/Galaxy
Connection. The Distribution of Baryons at z=0 How Do Galaxies Get Their Gas?.
pp 185–+
Kauffmann G., Colberg J. M., Diaferio A., White S. D. M., 1999, MNRAS , 303, 188
Kauffmann G., White S. D. M., 1993, MNRAS , 261, 921
Kauffmann G., White S. D. M., Guiderdoni B., 1993, MNRAS , 264, 201
Kazantzidis S., Mayer L., Mastropietro C., Diemand J., Stadel J., Moore B., 2004, ApJ
, 608, 663
Klypin A., Kravtsov A. V., Valenzuela O., Prada F., 1999, ApJ , 522, 82
Knebe A., Gill S. P. D., Gibson B. K., Lewis G. F., Ibata R. A., Dopita M. A., 2004,
ApJ , 603, 7
Kroupa P., 2002, MNRAS , 330, 707
Lo´pez-Corredoira M., Betancort-Rijo J., Beckman J. E., 2002, AAP , 386, 169
Lacey C., Cole S., 1993, MNRAS , 262, 627
Landau L., 1946, J. Phys. (USSR), 10, 25
Landau L. D., Lifshitz E. M., 1969, Mechanics. Course of Theoretical Physics, Oxford:
Pergamon Press, 1969, 2nd ed.
Leeuwin F., Combes F., 1997, MNRAS , 284, 45
Leeuwin F., Combes F., Binney J., 1993, MNRAS , 262, 1013
Lynden-Bell D., Kalnajs A. J., 1972, MNRAS , 157, 1
Ma C., Bertschinger E., 2004, ApJ , 612, 28
Maller A. H., Dekel A., Somerville R., 2002, MNRAS , 329, 423
Mamon G., 2001, Cours de DEA de dynamique gravitationnelle.
Mamon G. A., Sanchis T., Salvador-Sole´ E., Solanes J. M., 2004, AAP , 414, 445
Martin N. F., Ibata R. A., Bellazzini M., Irwin M. J., Lewis G. F., Dehnen W., 2004,
MNRAS , 348, 12
Messiah A., 1962, Quantum mechanics. Amsterdam: North-Holland Publication, 1961-
1962
Moore B., 1994, Nature, 370, 629
Moore B., Ghigna S., Governato F., Lake G., Quinn T., Stadel J., Tozzi P., 1999, ApJL
, 524, L19
Bibliographie 283
Moore B., Governato F., Quinn T., Stadel J., Lake G., 1998, ApJL , 499, L5+
Murali C., 1999, ApJ , 519, 580
Murali C., Katz N., Hernquist L., Weinberg D. H., Dave´ R., 2002, ApJ , 571, 1
Navarro J. F., Eke V. R., Frenk C. S., 1996, MNRAS , 283, L72
Navarro J. F., Frenk C. S., White S. D. M., 1995, MNRAS , 275, 56
Navarro J. F., Frenk C. S., White S. D. M., 1996, ApJ , 462, 563
Navarro J. F., Frenk C. S., White S. D. M., 1997, ApJ , 490, 493
Navarro J. F., Steinmetz M., 1997, ApJ , 478, 13
Nelson R. W., Tremaine S., 1995, MNRAS , 275, 897
Ninin S., 1999, PhD thesis, Universite´ Paris XI
Ostriker E. C., Binney J. J., 1989, MNRAS , 237, 785
Ostriker J. P., 1999, in Formation of Structure in the Universe Cosmological simulations.
pp 321–+
Ostriker J. P., Peebles P. J. E., 1973, ApJ , 186, 467
Padmanabhan T., 1996, Cosmology and astrophysics through problems. Cambridge,
New York: Cambridge University Press, —c1996
Palmer P. L., Papaloizou J., 1987, MNRAS , 224, 1043
Pen˜arrubia J., Kroupa P., Boily C. M., 2002, MNRAS , 333, 779
Peacock J. A., 1999, Cosmological physics. Cosmological physics. Publisher: Cambridge,
UK: Cambridge University Press, 1999. ISBN: 0521422701
Peebles P. J. E., 1969, ApJ , 155, 393
Peebles P. J. E., 1980, The large-scale structure of the universe. Research supported
by the National Science Foundation. Princeton, N.J., Princeton University Press,
1980. 435 p.
Peebles P. J. E., 1993, Principles of physical cosmology. Princeton Series in Physics,
Princeton, NJ: Princeton University Press, —c1993
Peirani S., Mohayaee R., de Freitas Pacheco J. A., 2004, MNRAS , 348, 921
Pen U., Lee J., Seljak U., 2000, ApJL , 543, L107
Perlmutter S., Aldering G., Goldhaber G., Knop R. A., Nugent P., Castro P. G., Deustua
The Supernova Cosmology Project 1999, ApJ , 517, 565
Pichon C., Aubert D., 2005, MNRAS in prep.
284 Bibliographie
Pichon C., Scannapieco E., Aracil B., Petitjean P., Aubert D., Bergeron J., Colombi S.,
2003, ApJL , 597, L97
Plionis M., Basilakos S., 2002, MNRAS , 329, L47
Polyachenko V. L., Shukhman I. G., 1981, Azh, 58, 933
Power C., Navarro J. F., Jenkins A., Frenk C. S., White S. D. M., Springel V., Stadel
J., Quinn T., 2003, MNRAS , 338, 14
Press W. H., Schechter P., 1974, ApJ , 187, 425
Press W. H., Teukolsky S. A., Vetterling W. T., Flannery B. P., 1992, Numerical recipes
in C. The art of scientific computing. Cambridge: University Press, —c1992, 2nd ed.
Reshetnikov V., Combes F., 1998, AAP , 337, 9
Rood H. J., 1988, ARAA , 26, 245
Roukema B. F., Quinn P. J., Peterson B. A., Rocca-Volmerange B., 1997, MNRAS ,
292, 835
Saha P., 1991, MNRAS , 248, 494
Scannapieco E., Barkana R., 2002, ApJ , 571, 585
Seguin P., Dupraz C., 1994, AAP , 290, 709
Somerville R. S., Kolatt T. S., 1999, MNRAS , 305, 1
Sparke L. S., Casertano S., 1988, MNRAS , 234, 873
Spergel D. N., Verde L., Peiris H. V., Komatsu E., Nolta M. R., Bennett C. L., Halpern
M., Hinshaw G., 2003, ApJS , 148, 175
Springel V., White S. D. M., Tormen G., Kauffmann G., 2001, MNRAS , 328, 726
Springel V., Yoshida N., White S. D. M., 2001, New Astronomy, 6, 79
Stoehr F., White S. D. M., Tormen G., Springel V., 2002, MNRAS , 335, L84
Teyssier R., 2002, AAP , 385, 337
Toomre A., 1964, ApJ , 139, 1217
Toomre A., Toomre J., 1972, ApJ , 178, 623
Tormen G., 1997, MNRAS , 290, 411
Tormen G., Bouchet F. R., White S. D. M., 1997, MNRAS , 286, 865
Toth G., Ostriker J. P., 1992, ApJ , 389, 5
Tremaine S., Weinberg M. D., 1984, MNRAS , 209, 729
van den Bosch F. C., 2002, MNRAS , 331, 98
Bibliographie 285
van den Bosch F. C., Abel T., Croft R. A. C., Hernquist L., White S. D. M., 2002, ApJ
, 576, 21
Van Waerbeke L., Mellier Y., Pello´ R., Pen U.-L., McCracken H. J., Jain B., 2002, AAP
, 393, 369
Varshalovich D. A., Moskalev A., Khersonskii V. K., 1988, Quantum Theory of Angular
Momentum. World Scientific
Velazquez H., White S. D. M., 1999, MNRAS , 304, 254
Wechsler R. H., Bullock J. S., Primack J. R., Kravtsov A. V., Dekel A., 2002, ApJ , 568,
52
Weinberg M. D., 1989, MNRAS , 239, 549
Weinberg M. D., 1991, ApJ , 368, 66
Weinberg M. D., 1993, ApJ , 410, 543
Weinberg M. D., 1994, ApJ , 421, 481
Weinberg M. D., 2001a, MNRAS , 328, 311
Weinberg M. D., 2001b, MNRAS , 328, 321
White S., 1994, astro-ph, 9410043
White S. D. M., 1984, ApJ , 286, 38
White S. D. M., Rees M. J., 1978, MNRAS , 183, 341
Young P., 1980, ApJ , 242, 1232
Zaritsky D., Smith R., Frenk C. S., White S. D. M., 1997, ApJL , 478, L53+
Zentner A., Kravtsov A., Gnedin O., Klypin A., 2005, astro-ph, 0502496
